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1. ELEMENTI LOGIKE | TEORIJE SKUPOVA

IZJAVE, VEZNICI, KVANTIFIKATORI

Nekoliko rije¢i o matematickoj logici. Upotrebljavat cemo pojmove matematicke logike ali se
ne¢emo njom samom previse baviti.

Ponekad se matematicka logika naziva-simbolickom. Simbolicki racun je tehnika kojom jasno
mozemo i ho¢emo zapisivati definicije, tvrdnje i dokaze.

Osim toga, taj simbolicki racun-logika je 1 sama sebi svrha: bez logickog misljenja nema ne
samo ispravnog matematickog nego niti bilo kojeg drugog zakljudivanja.

Potrebni pojmovi: izjave, veznici, kvantifikatori

Izjava (sud)
- osnovni pojam matematicke logike
- nije svaka smislena reCenica izjava
- nas zanimaju smislene recenice kojima se nasto izjavljuje ili tvrdi

Definicija. Izjave (sudovi) su recenice za koje se moze utvrditi iskazuje li se njima istina ili
laz.

Primjeri reCenica:
Moje racunalo ima 128 MB RAM-a.
Broj dvanaest je veci od broja deset.
Imam tri ruke.
U ovoj prostoriji ima 200 studenata.
U ovoj prostoriji ima izmedu 80 i1 120 studenata.
Gladna sam.

Obrazlozite zbog cega neke od navedenih recenica ne smatramo izjavama.

Elementarne izjave

Jednostavne izjave kojima uvijek mozemo utvrditi istinitost. Pomoc¢u logic¢kih operacija
(veznika) gradimo sloZenije izjave.

Izjave (bilo elementarne ili sloZzene) oznacavat ¢emo slovima 4, B, C,..., itd.

Veznici:

— - negacija
- ako je izjava 4 istinita, onda je izjava — A lazna i1 obrnuto
- Citaj: “non A” ili “nije 4”
& (A) - konjunkcija
-akosu A41B izjave,ondaje 4 & B ili A A B nova, sloZena izjava
-izjava A & B Ce biti istinita ako su 4 1 B istinite izjave
- Citaj: “41B”
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v - disjunkcija
-akosu A4 1B izjave, ondaje 4 v B nova, sloZzena izjava koja ¢e biti istinita ako je
barem jedna od pocetnih izjava istinita
- Citaj “4 ili B”

= - implikacija
- slozena izjava 4 = B ¢e biti lazna samo u slucaju da iz istine slijedi laz, tj. ako je 4
istinita, a B lazna izjava
- ¢itaj “A implicira B” ili “iz 4 slijedi B” ili “ako je 4, onda je B” ili “4 je dovoljan
uvjet za B” ili “B je nuzan uvjet za A”

& - ekvivalencija
-izjava A4 < B je istinita ako su obje izjave ili istinite ili lazne
- ¢itaj “A je ekvivalentno B” ili “4 je nuzan i dovoljan uvjet za B” ili “4 je onda i
samo onda, ako je B”

Primjeri slozenih izjava!

Kvantifikatori:

Neka je P(x) izjava koja se odnosi na x.
V - svaki (V x) P(x) citaj: “za svaki x vrijedi izjava P(x)” ili “za svaki x je P(x)”
3 - postoji (3 x) P(x) Citaj: “postoji x za koji vrijedi P(x)”
3! - postoji jedan jedini (3! x) P(x) citaj: “postoji jedan jedini x za koji je P(x)”

Upotrebljavat ¢emo i njihove kombinacije:
V... d...- “zasvaki...postoji...”
3...V...- “postoji...za svaki...”

SKUPOVI

Pojam skupa se ne definira, ve¢ se opisuje.

Primjeri skupova:
Skup slika na izlozbi.
Skup studenata u predavaonici.
Skup parnih prirodnih brojeva.
Skup rjesenja jednadzbe x*+5x + 6 = 0.
Skup istostranih trokuta ravnine.

Oznake:
A, B, C, ..., itd. — skupovi
a, b, c, ..., 1itd. — elementi skupa
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Relacije medu skupovima

“Biti element"

- oznaka: €
- zapis a € A Citamo “a je element skupa 4
- negaciju zapisujemo a ¢ A4 1 ¢itamo “a nije element skupa A4”

Jednakost skupova
- skupovi 4 1 B su jednaki ako sadrze iste elemente
- jednakost skupova zapisujemo 4 =B
- simbolicki zapis: (4=B)< (Vx)(x € A < x € B))
- ako dva skupa nisu jednaka zapisujemo 4 # B

Podskup

- oznaka:

- skup 4 je podskup skupa B ako je svaki element skupa A4 ujedno i element skupa B
- zapis A < B ¢itamo “A je podskup od B” ili “A4 je sadrzan u B”

- simbolicki zapis: (4 c B) < ((Vx)(x € A = x € B))

- zapis A < B se koristi ako se zeli ista¢i mogucnost jednakosti skupova 4 i B

- svojstva relacije —, odnosno c:

1. AcA4
2. AcB & Bc(C) = A4cO B

3. A=B) & (AcB & Bc A)

Zadavanje podskupova

Neka je S neki skup, a P(x) nako svojstvo elemenata toga skupa. Svi elementi iz S koji

imaju svojstvo P(x) tvore jedan podskup skupa S. Takav podskup oznacavamo sa
A={xeS|Pkx))},

i ¢itamo: “A4 je skup svih x iz S koji imaju svojstvo P(x)”

(Za vise informacija vidi [1].) S

Prazan skup

- oznaka: &
- skup koji nema niti jedan element
- podskup je svakog skupa

Primjeri!

Operacije sa skupovima

Neka je zadan skup S 1 neka su 4 1 B njegovi podskupovi.
Definiramo operacije
U - unija skupova:
AUB={x e S|xjesadrzaniliu 4 iliu B }, ili simbolicki
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AUB={xeS|xed v xeB}

V
M - presjek skupova: \ a»

ANB={x e S|xjesadrzaniu 4 iu B }, ili simbolicki
ANB={xeS|xed & xeB}
Ako je ANB = J (prazan skup), kazemo da su skupovi 4 i B disjunktni.

$

\ - razlika skupova:
A\B={x e S|xjesadrZzan u 4 i nije u B }, ili simbolicki
A\B={xeS|xeAd & x¢B}

¢ - komplement skupa:
c(4) ={x € S| x nije sadrzan u skupu 4 }, ili simbolicki
cA)={xeS|xegd}

x - Kartezijev produkt skupova
Kao prvo definiramo pojam uredenog para: Neka su a i b zadani elementi. Novi element
(a,b) zovemo uredenim parom. Element ¢ nazivamo prvim ¢lanom para ili prvom
koordinatom, dok element » nazivamo drugim ¢lanom para ili drugom koordinatom.
Vrijedi:

(a,b)=(cd)=(a=c & b=4d)
Kartezijev produkt 4 x B je skup svih uredenih parova, gdje je prvi ¢lan iz skupa 4, a
drugi iz skupa B, t;.

AxB={(xy):xed & ye B}

Primjeri!

Skupovi brojeva

Rekli smo da skup ne definiramo, ve¢ opisujemo.
Rekli smo i $to je podskup nekog skupa.

Skup realnih brojeva — R
Elemente skupa R prikazujemo tockama orijentiranog pravca.

T T2
xi -2 -1 0 1 2 e3nr x

Podskupovi skupa realnih brojeva:

Skup prirodnih brojeva - N={1,2,3,...,n,...} cZc QR
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Prirodni se brojevi dobivaju rjeSavanjem jednadzbi a +x = b.
Ako je a <b rjeSenje je iz skupa N.

Ako je a > b, onda rjeSenje nije iz skupa prirodnih brojeva, tj.
atx=b = x=b-a <0 ¢N

Promatramo proSirenje skupa N:

Skup cijelih brojeva - Z= {..., -n, -(n-1),...,-1,0, 1,...,n-1,n,...} c QR

Cijeli se brojevi dobivaju rjesavanjem jednadzbi ax = b.
Ako je alb (aje djeljitelj od b) rjeSenje je iz skupa Z.

Ako — (a]b), onda rjesenje nije iz skupa cijelih brojeva, t;.
ax=b=>x=bla ¢ Z

Promatramo prosirenje skupa Z:

Skup racionalnih brojeva- Q= {m/n|me Z,n € N }c R

Skup iracionalnih brojeva - / c R

Iracionalni brojevi imaju prikaz u obliku beskonacnog neperiodi¢nog decimalnog
broja.
Vrijedi: QU I=R, ONI=D, I=R\Q.

ZAKLJUCIVANJE

Definicije, aksiomi, teoremi

Definicija = reCenica kojom uvodimo neki novi pojam, nije ni istinita niti lazna
Aksiom = tvrdnja (izjava) koju prihvacamo kao istinitu, ne dokazujemo je
Teorem = tvrdnja (izjava) koja se dokazuje

Metode zaklju€ivanja

Za dokazivanje ili provjeru nekih tvrdnji koristit ¢emo tri metode zakljucivanja:

1. Modus ponens (“pravilo otkidanja™)
2. Zakljucivanje po kontrapoziciji
3. Matematicka indukcija

Modus ponens (“pravilo otkidanja”)

Neka su x 1y dvije izjave.
Simbolicki zapis pravila otkidanja: (x & (x =>y)) =y
Citamo: “Ako je x istina (istinita izjava) i x = y istina, onda je i y istina”

Primjer: x: kiSa pada
x = y: kiSa pada = ulice su mokre
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y: ulice su mokre
Mozemo li iz y zakljuéiti o x?

Zakljucivanje po kontrapoziciji

Neka su x 1 y dvije izjave.
Simbolicki zapis zakljucivanja po kontrapoziciji: (x = y) < (—y = —x)
Citamo: “Tvrdnja da iz x slijedi y ekvivalentna je tvrnji da iz —y slijedi —x’

b

Primjer!
Matematicka indukcija

U matematici se koristi deduktivna i induktivna metoda zakljuc¢ivanja.
Deduktivna metoda zaklju¢ivanja — od opéeg prema pojedinacnom.
Induktivna metoda zaklju¢ivanja — od pojedinacnog prema opcéem.

Princip induktivne metode zakljucivanja, tj. matematicke indukcije:
Neka je N skup prirodnih brojeva. Oznacimo sa 7(n) neku tvrdnju o prirodnim brojevima.
Pitamo se da li je ta tvrdnja istinita za svaki prirodni broj.

Postupak:
1. Ispitujemo da li je tvrdnja istinita za n = 1
2. Pretpostavimo istinitost tvrnje za bilo koji n, i koristeé¢i se tom pretpostavkom
ispitujemo da li je ispunjena za n + 1
Ako je 1.1 2. ispunjeno, zaklju¢ujemo da je
3. Tvrdnja je istinita za svaki prirodni broj

Simbolicki zapis:
1. 7T(1)
2. T(n) = T(nt+1)
Ako je 1.1 2. ispunjeno, zakljucujemo da je
3. (Vn e N)TI(n)

ili
(7T(1) & (I(n) = T(nt1)) ) = (Vn € N) T(n)

Napomenimo da matematicku indukciju koristimo 1 u slu¢aju provjere valjanosti neke tvrdnje
T(n) za svaki prirodni broj n > k, k € N . Simbolicki je zapis u tom slucaju sljedeci:

1. T(k)

2. T(n) = T(n+1)

Ako je 1.1 2. ispunjeno, zaklju¢ujemo da je

3. (Vne N, n>k) T(n)

ili

(T(h) & (T(n) = T(n+1))) = (Vn e N, n> k) T(n)
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Primjer:
Matematickom indukcijom dokazati da za Va € N & Vn € N vrijedi:
1 1 1 n

+ +..+ = .
a(a+1) (a+1)(a+2) (a+n—-1)(a+n) a(a+n)

Rjesenje:

a) Baza indukcije:

n=1 = Lo 1
ala+1) - ala+1)

b) Korak indukcije: n=k = n=k+1

Pretpostavimo da tvrdnja vrjedi za n =k, tj.

! + 1 +ot 1 __k
ata+1l) (a+1)(a+2) (a+k—-1(a+k) a(a+k)

Dokazimo da vrijediza n =k +1:

1 1 1 1

k+1

aa+1) (asa+2) T lavk—1a+h) (a+kfark+1) alatk+1)

k 1
ala+k) (a+kNa+k+1)

kla+k+1)+a
a(a+k+1)(a+k)_

ak +k*> +k+a
ala+k+1)a+k)

(@a+k)k+1)  k+1

ala+k+1)a+k) ala+k+1)

Dakle, jednakost je ispunjena za Vae N & Vne N .[]
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