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2. REALNI BROJEVI

SKUP REALNIH BROJEVA KAO POTPUNO UREBPENO POLJE

Struktura
Struktura je skup na kojem je definirana bar jedna racunska operacija.

Primjeri struktura: (N, +), (O, 1), (O, °), (O, +, -e),...itd.

Naka je R skup realnih brojeva. Na skupu R su definirane operacije zbrajanja (+) i mnozenja
(®), te uredaj manje ili jednako (<), tj. (R, + , ).

(R, +, ®) Cini polje realnih brojeva. Polje je struktura s odredenim svojstvima. Ta su svojstva

dana putem 9 aksioma. Osim toga postoji 5 aksioma koji definiraju uredaj i posljednji,
petnaesti aksiom koji opisuje neprekidnost skupa R.

Aksiomi polja realnih brojeva

Zbrajanje je funkcija +: R x R—R, t]. (x,y) —xt+y €R
Mnozenje je funkcija ® : R x R —R, tj. (x,y) —xey=xy €R

Neka su x, y, z € R. Tada vrijedi:

A-l) (x+y)tz=x+(+2) asocijativnost

A-2) x+0=0+x=x postojanje neutralnog elementa
A-3) x+(x)=(x)*+x=0 postojanje suprotnog elementa
A-4) xty=y+x komutativnost

Strukturu (R, +) sa svojstvima A-1) do A-4) nazivamo komutativnom grupom.

A-5) (xy)z=x(2) asocijativnost

A-6) xl=x postojanje neutralnog elementa
A7) x#0,3x, xx'=1 postojanje inverznog elementa
A-8) xy=yx komutativnost

Strukturu (R, ) sa svojstvima A-5) do A-8) nazivamo komutativnom grupom.
A-9) x(ytz)=xy+xz distributivnost mnozenja prema zbrajanju

Strukturu (R, +, @) sa svojstvima A-1) do A-9) nazivamo polje.



Geodetski fakultet, dr. sc. J. Beban-Brki¢ Predavanja iz Matematike 1

Aksiomi uredaja <
Neka suyx, y, z € R. Tada vrijedi:

A-10) (x=y)ili (x<y)ili (y <x)

A-11) akoje (x<y)i(y<x),ondaje (x=y)

A-12) akoje (x<y)i(y<z),ondaje (x <z)

A-13) ako je (x <y), tada za svaki realni broj z vrijedi (x +z <y + z)
A-14) akoje (0<x)1(0<y),ondaje (0 <xy)

Strukturu (R, +, @) sa svojstvima A-1) do A-14) nazivamo uredeno polje

Napomena: Operacije oduzimanja i dijeljenja izvode se iz zbrajanja i mnozenja.
x—y=x+(-y)
X -1
— =Xy
y

Oznaku := citaj “po definiciji”.

Osnovna svojstva (teoremi) uredenog polja

Svojstva ra¢unskih operacija
1) VaeR a-0=0
2) ab=0 < (a=0 v b=0)
3) a0 =>a' =0

4) (-a)=a
5) a(- b)=-ab, (-a)(- b) = ab
6 L.£-9¢
b ¢ bc
7 @.c_ac
b d bd
3) g+£:ad+bc
b d bd

Ova svojstva (teoremi) se mogu dokazati, §Sto ¢emo za neka 1 napraviti na predavanju, sluzeci
se aksiomima polja i ¢injenicom da jednadZzbe

1. a+x=b,1

2. ax=b
imaju jednoznacna rjeSenja u polju realnih brojeva (dokaz vidi u [1]).

Svojstva relacije uredaja

1) a<0 = -a>0

2) a<0 & b<0 = ab>0

3) a<0 & b>0 = ab<0

4) 1>0, -1<0

5) Zaprirodne brojeve vrijedi 1<2<..<n<n-+l<...
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6) a<b = -a>-b

7y a>b = a-b>0

8) (a<b & c<d) > a+c<b+d

9) ai<by, a<by,..., ay<bhy, = ay+tar+...vay < by +byt...+ by
10)a>0 = a'>0

I11)(@a>b & ¢c>0) = ac>bc,(a>b & c<0) = ac<bc
12)(OSa1£b1 &OSa2£b2)30£a1a2Sa2b2

1Na<ar = a’<ar’ & a"<a"

Sluze¢i se aksiomima uredaja, dokazat ¢emo na predavanju neka od ovih svojstava.

Neki jednostavni skupovi na brojevhom pravcu

Intervali — “jednostavni” podskupovi realnih brojeva

(a, b)={xeR|a<x<b} otvoreni interval

[a, b)]={xeR|a<x<bh} zatvoreni interval

(a, b]={xeR|a<x<b} poluotvoreni (poluzatvoreni) interval
[a, b)={xe R|a<x<b} poluotvoreni (poluzatvoreni) interval

Intervali s beskona¢nim granicama:

(a, ©)={xeR|a<x}
[a, ©)={xeR|a<x}
(-0, b)={xeR|x<b}
(-0, b]={xe R|x<b}
(-o,0)={x e R|-0<x<ow} =R

Ograniceni podskupovi

Definicije:
- Zapodskup S < R kazemo da je ograni¢en odozgo ako postoji realan broj M takav da je
x <M, za sve x € S. Takav broj zove se gornja ograda skupa S.

- Zapodskup S c R kazemo da je ograni¢en odozdo ako postoji realan broj m takav da je
m < x, za sve x € S. Takav broj zove se donja ograda skupa S.

- Skup S je ogranicen ako je ograni¢en odozdo i odozgo.

- Skup je neogranicen ako nema ili gornju ili donju ogradu.

Primjeri!

Iz gornje definicija slijedi da, ako je skup ograni¢en odozgo brojem M, ograniCen je i svakim
brojem vecim od M, tj. ima beskonacno mnogo gornjih ograda. Najmanja gornja ograda skupa

S zove se supremum i oznacava sa supsS.
Ako je supS € S kazemo da je to maksimalni ili najveci element skupa S.

10
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Analogno, ako je skup ograni¢en odozdo brojem m, ogranicen je i svakim brojem manjim od
m, tj. ima beskona¢no mnogo donjih ograda. Najveca donja ograda skupa S zove se infimum i
oznacava sa infS.

Ako je infS € S kazemo da je to minimalni ili najmanji element skupa S.

Sada moZemo izre¢i posljednji, petnaesti aksiom realnih brojeva kojim opisujemo
neprekidnost skupa R.

A-15) Ako je S neprazan, odozgo ogranicen podskup realnih brojeva, onda S ima supremum
uR.

Aksiomu A-15) ekvivalentnu tvrdnju iskazuje sljedeci teorem:
Teorem Odozdo ogranic¢en skup ima infimum.
Dokaz. Vidi [1, str.29].

Primjeri!
APSOLUTNA VRIJEDNOST REALNIH BROJEVA

Definicija i osnovna svojstva
Definicija. Apsolutna vrijednost realnog broja je funkcija | | :R — R", definirana sa

{|x|:x, x>0

|x|=—x, x<0

Iz definicije slijedi:

el

Svojstva (pravila) apsolutne vrijednosti

3

Neka su a,b € R . Vrijedi:

L |a=id
2. a=|a|

3. —|a|£a£|a|

4. |d<be-b<a<b
5. |ab|=|a|'|b, ‘a2‘=|a|2

11
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6. 4= M, b0
bl |p
7. |a + b| < |a| + |b| nejednakost trokuta

8. JulJp[ <la—1
Dokaz. Na predavanju.

U sljede¢im zadacima odrediti skup rjesenja:

. |Jx=3<1
2 P23y
x+2

3. x2—6x+5‘2Z
4

4. )chl >1
X
5. |x-1<10™

6. |cos x| <1

7. Prikazati graficki skup tocaka ravnine koji je zadan jednadZzbom x- |x| +y- | y| =1.

Ad 1)
1. nadin

x-3/<1 & -l<x-5<I

-l<x-5<1 = -—-l<x-5 & x-5<I1,t.
x>4 & x<6

Rjesenje: Vx € (4,6).

2. nacin (graficki)

y
y=1x-5|

1 y=1

\/ «
0 1 4 /5% 6

7 A
/ \
/ N
7 N
7 N
e N
7 N
s N\
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Ad7)

—|x—5|— x—=5 x-520 B x—=5 x25
r= - —(x-5), x=5<0 |-x+5, x<5

yv=1
y=x-5 nNn y=1 = (4,1)
y=—x+5 nNn y=1 = (6,1)

Rjesenje: Nejednakost |x - 5| <1 je ispunjena za Vx € (4,6).

x>0 s
a) = x“+y =1
y>0
x>0 )
b) = x -y =1
y>0
x<0 s s
C) = -x"+y° =1
y>0
<0
d) g }:> X' =y’ =1= x4y =-1
y<0
Slika:

BINOMNI TEOREM

Potencije binoma (a +5):

13
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a+b) =a” +2ab+b

( )2 2 2
(a+b) =a® +3a’b+3ab* +b°
(a+b) =2

(a+b) =7
Uvodimo pojam faktorijela i binomnih koeficijenata.

Faktorijele su umnosci:

n/ = 1 . 2 ceee n
n!=produkt prvih n prirodnih brojeva

Citamo: “n faktorijela”
Definira se: 0/=1

Za vjezbu izraCunati: 5/, % (n — 2)./ , (nﬁ—/2)’ .

Binomni koeficijenti su izrazi oblika:

(nj:n.(n_1)-(n—2)---(n—(k—1)) k>0

k 1-2---k ’

o (e e

Citamo: “n povrh k7 ili “n iznad &
T AN
Za vjezbu izraCunati: s )

Binomni koeficijenti pomocu faktorijela:

(nj:n-(n—l)-(n—2)---(n—(k—1)): n!
k 1.2k k!(n—k)
Vrijedi:

(1) Zabinomne koeficijente vrijedi da su u nizu

)LL)
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(*)

po dva koeficijenta jednako udaljena od krajeva medusobno jednaka, tj. da je

()

14
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Provjerimo!

' n n!
Prema formuli (¥*), ( k] - m
n—k)

(nn— kJ ~(n-k) (nni -k (n —l:)/kf

@ [

Dokaz slijedi pomoc¢u formule (*).
Za vjezbu, provjeriti da je (OJ = ( ] =1.
n

Binomni teorem

Ako su a 1 b bilo koji realni ili kompleksni brojevi i n € N, tada vrijedi:

(‘H‘b)n: " a" + . a” b+ + " a" " ab™ + " b" .
0 1 k n—1 n

Dokaz. Matematickom indukcijom.

Binomnu formulu mozemo zapisati u obliku:

n

(a+b) = Z(Zja”kbk , odnosno (a —b)" =

k=0

Zadaci za vjezbu:

1. Koriste¢i binomnu formulu izrac¢unati (1 + x , (x +\/_ )3 + 2x

. . 7 ye
2. U binomnom razvoju od (x + x3) naéi koeficijent uz x'".

Predavanja iz Matematike 1

3. U binomnom razvoju od (1+ x)" odrediti n tako da treci koeficijent bude 15.

4. Nac¢i ¢lan binomnog razvoja (3xy2 + 22)7 koji sadrzi y°.

Ad4)

(a+b)"

(a+bY ZOZ( ]"b”"‘:i(ga”‘kbk.

k=n k=0

15
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o+ 2] =3 o))

37k L Tk _y2(7—k) e N y14—2k =y6 — 14-2k=6 — k=4

Trazeni ¢lan je:

(ij—zx T .y2(7—4) g2 33 % x3y628 :27_35x3y628 —945x3 6,8
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