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3. KOMPLEKSNI BROJEVI

Do sada smo se upoznali sa sljede¢im skupovima brojeva: N, Z, Q, I i R. Nemogu¢nost
rjeSavanja nekih jednadzbi na nekom skupu brojeva ukazivala je potrebu za njegovim
prosirenjem. Sli¢no tome, neke se, ¢ak i jednostavne jednadzbe ne mogu rijesiti u polju
realnih brojeva. Na primjer x> +1 =0, nema rjesenje u R.
Naime,
2
x =-1

X=i\/——1ER

Brojevno podrucje se prosiruje na sljedeci nacin:
Uvodi se novi objekt koji se naziva imaginarna jedinica, oznacava slovom 7, a ima svojstvo
daje

7 =-1.

Prosirenje C polja R ima mnoga vazna svojstva. Istaknimo da svaka algebarska jednadzba
oblika

1
ax" +a,. X" +.. . +ax+a=0

gdje su ay, ai,..., a, € C imarjeSenje u C (takozvani osnovni teorem algebre).

Skup C se najjednostavnije definira kao skup svih uredenih parova (x, y) € R x R. Dakle,
svaki kompleksni broj z € C prikazuje se jednoznac¢no u obliku z = (x, y). Uvedemo li
operacije zbrajanja i mnozenja formulama

(xl’yl)+(x2’y2):(xl X +y2)’

(x5 20 ) (220 32) = (%2, = 320,59, +X5,0,)
imaginarnu jedinicu kao broj i = (0, 1), slijedi oblik

z=(x ¥)=(x,0)+ (0. )y, 0)=x+iy,

koji se zove standardni oblik kompleksnog broja. Pri tome je

x =Re z ...realni dio kompleksnog broja z
y=1Imz ...imaginarni dio kompleksnog broja z

Nije tesko provjeriti da je (C,+,®) polje kompleksnih brojeva, tj. da su zadovoljeni ranije
spomenuti aksiomi polja A-1) — A-9).

Geometrijski se kompleksni brojevi prikazuju u kompleksnoj ili Gaussovoj ravnini.

Y

imag. os

T o T(xaexe, yiey2)

T _ =
yo | 1200 y2) /
i /

/
/

Yipof-~ o=  Ti(xy, y1)
I X

| . :
0 X2 X1 1 realna os
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Operacije u skupu C
Nekasu z; = (xl, y1) =x1+iy, 2= ()Cz, yz) =xy+tin € C.

Jednakost kompleksnih brojeva
Z1=Zy & X1 =X & yYi=»m

Zbrajanje i mnoZenje (ranije definirano)

z1+ 2= (01 +iy) (2t i) = (1 +x2) T iy +)2)
z1z2= (x1 +iy1) (2 T i2) = (x1 X2 - Y1 y2) T i(x1 y2 T X2)1)

Oduzimanje i dijeljenje se kao 1 kod realnih brojeva definiraju iz prethodnih operacija:

zi-22=z1F (- 22) = (51 T iy1) - (2 Hiy2) = (X1 - x2) T i1 - y2)
ﬁ;ﬁﬂf:M+W1:M+M,%—% ::%%+%%+ﬂﬂfﬂb

. . . - 2 2 2 2 2
2 X, 1, X, iy, X, -, X+, X+,

(Zz * 0)

Apsolutna vrijednost (modul) kompleksnog broja

Apsolutnom vrijednoscu ili modulom kompleksnog broja z = x + iy zove se realan broj

Vx> +y* 2 0. Oznadava se |z, tj. |2| =/x* + 37 .

Konjugiranje

Kompleksni broj x — iy naziva se konjugirano kompleksnim brojem broja x +.iy. Oznafava
sesa z,t. z=x—iy. U Gaussovoj ravnini su brojevi z1i z simetri¢ni s obzirom na os x.

Y
imag. ps

N R R LS ‘ (x,y)=x+iy=z

| b
0 X realna os

20 Z ' (X,-y)=x-y=z2

Nije teSko provjeriti sljede¢a osnovna svojstva gornjih dviju operacija:

1) z=z

2) z,tz,=2 %2z,

3) z,-z,=2 "2,

4) [i]%
Z Z

5) Z-E=|Z|2
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6) |=|=[]
DEEREARIEAREA
8) |z1 + Zz| < |z1 | + |zz| nelednakost trokuta za kompleksne brojeve
Zadacti:
z,+z,=1+2i
1. Rijesiti sustav jednadZbi z, , ako je Im(z2 ) =— 6+6 .
2+iz) +—==0 2
i
RjeSenje:
z, =a+bi
6+46 .
z,=c— i
2
_ 6+/6 .
zZ,=c+ 5 i

zji=(a+bi)i=-b+ai

B _mi_m _(6+%+c,-]

PP -1 2

a+bi+c+6+2 6i=1+2i (a+c)+(b+6+2\/g)i:1+2i
=
2 brai 80 g (2—b—6+*/€)+(a—c)i=o
2 2
a+c=1
6++/6
b+ 2 =2 1 2446
\/_ = aza, b=- 5 , C:E
2—b—6+ 6:0
2
a-c=0
_1 2446,
==
=3 2 2
_1 6446,
2 2
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2. Odrediti kompleksne brojeve koji zadovoljavaju sljedece uvjete:
z-12| 5 z—4|
z-8i| 3~ |z-8
Rjesenje:
z=x+yi

212 x+yi—-12  (x—12)+yi
-8 Xx+yi—-8i x+(y—8)i

z-12] (c=12)+pi| Jx-12+y> 5

28| |x+(y-8) ¥ 4(y-87 3

3W(r=12) + 2 =5x> +(y-8) /7
o(x? —24x +144+y*)=25(x* + y* — 16y + 64)

2x% +2y° +27x-50y—27-6+25-8=0
|z—4|:|x+yi—4|:\/(15—4)2+y2 _
28] [x+yi-8  Jx—8)+,

a7 = flemsp et
(=4 47 = 47

x=06
z, =6+8i

x=6 & 2x°+2y°+27x-50y-27-6+25-8=0 = .
z,=6+17i

Trigonometrijski zapis kompleksnog broja

Nekajez e C,z#0.
Broju z =x+ iy ukompleksnoj ravnini odgovara tocka Z(x, y).
Oznacimo sa

r= |z| =X +Y modul, tj udaljenost toke Z od ishodista O koordinatnog sustava

Q ...... argument, tj. kut za koji moramo zakrenuti pozitivni dio osi x
oko O (u pozitivnhom smjeru) tako da padne na polupravac OZ
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Argument @ nije jednoznacno odreden buduci da ¢emo isto postici i zakretanjem osi x za kut

@+ 2kn. U zadacima ¢emo se ograniciti na promatranje glavne vrijednosti argumenta, tj. na
o € [0, 2n).

R
imag. os
- = e T Y)
O |
¥ | ‘
0 realna os
Iz pravokutnog trokuta OAZ slijedi:
X
cos Q = sing = Y , odnosno

e MR

X=rcosp, y=rsing,

pa broj z = x + iy mozemo zapisati u obliku
z=rcos@Q+irsing = r(COS(p+ising0)
kojeg zovemo trigonometrijski zapis kompleksnog broja z.

Operacije mnoZenja, dijeljenja i potenciranja kompleksnih brojeva zadanih u
trigonometrijskom obliku

Neka su z, =# (cosg, +ising,), z, =r,(cosp, +ising,) € C.
7=z, & (n=1)&(p =@, +2kr)

Z,°Z, =L, (cos @, COS Q, —SinQ, sin@, + i(sin @, Cos @, + cos @, sin, )) =

=nr, (cos(¢1 + ¢)2)+isin((01 + o, )) (*)

Z _ L cos@ Fising, cos@, —ising,

— 2 _ ;o _
z, 1 cosp,+ising, cosg,—ising, rz(COS(% @, )+isin(g, ¢2))

(Zzi O)
l 1 1

_r_ r A 3 e
- cos g+ ising r (cos( g0)+zsm( (p))

(M= 22 =7 (cos 2 +isin 2(p)
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Formula
z"=r" (cosn(0+isinn(p) , NneN,

naziva se Moivreova formula za potenciranje i dokazuje se matematickom indukcijom (dokaz
na predavanju). Abraham de Moivre (1667.-1754.) — engleski matematicar

Korjenovanje kompleksnih brojeva zadanih u trigonometrijskom obliku

Nekaje z=r(cosp+ising)eC.
n — tim korijenom iz z zovemo kompleksni broj @ = p(cosy +isiny) takavdaje o" =z,

. o= Yz , pri ¢emu imamo to¢no n takvih brojeva-korijena o,, @,,...,®

> " -1

n

"=z = p"(cosny+isinny)=r(cosp+ising)

p'=r p={/;
= { = o+2kr
COS Ny = cos @ nw=p+2kr > y=———

Slijedi Moivreova formula za korjenovanje:

Q/_:a)kzﬁ/;(cosw+isinwj, k=0,12,....n—1.

n n
Vrijedi:

— korijeni @,, ,,...,», , medusobno su razliciti,

— brojevi @,, @,,...,®, , imaju jednake module pa n tocaka koje ih predstavljaju leze na

kruznici polumjera /7,
— prvo rjeSenje-korijen ima argument 2,
n

. . . . : . 27
— razlika svakih dvaju susjednoh argumenata iznosi —.
n

Zadaci:
1. Rijesiti jednadzbu 2z° —1—i =0 i prikazati rjeSenja u kompleksnoj ravnini.
22 -1-i=0 = z=31/l+li,
2 2
1 V2 2(v2 2
u=—+—i, ||:— = U=—":1/—+—I
22 2
cos ——2 sin ——2 = i
@ > SINQ > 4 4
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\/E E+k27z z+k27r

Zk=3—(COS4 +isin-2 ), k=0,1,2
2 3 3

V2

T .. T
ZO= —)| coOsS— +185in—
\ 2 [ 12 12)

\E( . 97[)
Z, =3l —— cosS— +18Sin—
2 12
N2 ( 1 j
Zy =7~ cos——+185in—
2
iy
z1
Z0
0 X
Z2
2. Odrediti sva rjesenja jednadzbe z* — (1 —1i )10 =0 1nacrtati ih u kompleksnoj ravnini.
24 —(1-i)" =0
(1-1)" :[(l—i)2]5 “fi—2i+ 2T = (20 ==2° i =—(2) -
1-i)° =-32i
z* —(~32i)=0

24=-32i = z=%-32
o =0-32i zapisujemo u trigonometrijskom obliku @ = |a)|(cos @ +1isin go)
= |of=32
0 32
cosp=—=0, sinp=——=-1, (tgp=-0) => ¢p=—
v== v== (tgp=-0) = o
w=32 0053—ﬂz+i5in3—7T
2 2

(%)k = |a)|(cos 4 +42k7[ +isin? +42kﬁj, k=0,12,3
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3 3£

z, =432 cos%+isin% :2%(cos3§+isin3§j

3z T
4 DR 117z 117z
z, =432 cos—2— +isint —|= 2‘{/5(c0s—+ isin—j
4 4 8 8
L ko 157 157
z, =332 cos2— visin2— | =24/2| cos =L +isin—2
4 4 8 8
iy
z1
X
z3
z2
3. Odrediti realnu nulu polinoma P, (x) =x" +ax+b ikoeficijente a, b € R, ako je

poznato da je P,(1-2i)=0.

3
P3(x):(X—xl)(x—xz)(x—x3):x3+ax+b — x +ax+b :(

(r=x Jox = x,)

x—x3)

x, =1-2i
X, =1+2i

x—x,=x—14+2i

X=x,=x-1-2i
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(x—xl)(x—xz):(x—(l—2i))(x—(x+2i)):
=x? —(1+2i)x—(1-2i )+ (1-2i )1+ 2i)=

=x*=2x+5
1. naéin:

x3+ax+b=(x2—2x+5)(x—x3):
=)c3—(x3+2x2+(2x3+5)x—5x3
X, +2=0 = x,=-2
= 2x;+5=a = a=1
-5x;,=b = b=10

= P(x)=(r—(1-20))x—(1+20))x +2)0]
2. nadin:

(x3 +ax+b):(x2 —2x+5)=x+2:x—x3

x> —2x? +5x

2x* +ax—S5x+b

2x* +x(a—5)+b

2x* —4x+10
ax—5x+4x+b-10
ax—x+b-10=0
x(@a-1)=10-b =a=1,b=10

P3(x):x3 +x+10

Py (x)= (o — (1= 20))(x = (1+ 20)Nx + 2).
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