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5. ANALITICKA GEOMETRIJA

TOCKA, PRAVAC | RAVNINA

Tocka u prostoru

Neka je (O;]l; ) kartezijev pravokutni koordinatni sustav. PoloZaj tocke T jednoznacno je

odreden njenim koordinatama (x, v, z) koje su ujedno i komponente radijvektora OT :

T= T(x:y’z) g m; =xi + y] + Zl; = {X,y,Z} L f:\‘\i‘-""-----:/-/—;

Udaljenost dviju to¢aka

Nekasu A4(x,,»,,z) i B(x,,»,,2,) dvije dane to¢ke. Njihova _]Xe udaljenost jednaka duljini
vektora.
AB :(x2 —xl)i +(y2 —yl)j+(z2 —zl)k,

d(A,B):d(E):‘E‘:\/(xz—xl)z 4—()/2—y1)2 +(z2 —Zl)2 .

Dijeljenje duZine u zadanom omjeru

Podijjeliti duzinu AB u zadanom omjeru A : 1 znaci odrediti tocku 7, unutar te duzine, takvu
da vrijedi:

AT :TB=1:1, tj.

AT = A-TB. (*)

Akosu A(x,,y,.z,). B(x,,¥,.z,) koordinate zadanih to¢aka u prostoru i ozna¢imo li s

T (x, v, z) koordinate trazene tocke, jednakost (*) mozemo zapisati u obliku:

{x—xa,y—ya,z—za}=/1{xb—x,yb—y,zb —Z}.

1z jednakosti dvaju vektora slijedi:

X-—x, :ﬂxb —Ax x(1+/1)=xa +/1xb
y—y,=Ay, —Ay , odnosno y(1+/”t)=ya + Ay, .
z-z,=Az,— Az z(1+A) =z, + Az,
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Koordinate trazene tocke su:
X, +Ax, Y.t Ay, _z,+t Az,

1+4 1+4 1+ 2

Do koordinata tocke 7 moze se do¢i i raspisivanjem jednakosti (*) pomocu radijvektora:
OT - 0 = 2(0B - OF ).
Sredivanjem, dobivamo izraz za radijvektor tocke T:
N Ap—

W’:LOAJF—OB,
1+4 1+ 4

odakle ¢itamo traZene koordinate.

Ravnina u prostoru

Poznato nam je da je neka ravnina r u prostoru odredena sa:

3 tocke; pravcem itockom izvan pravca; 2 ukrStena pravca; 2 paralelna pravca.
Analiticki je ravninu najjednostavnije opisati pomocu jedne tocke i1 jednog vektora koji je
okomit na tu ravninu i nazivamo ga normalom ravnine. Lako se vidi da zadanom toCkom
prolazi samo jedna ravnina koja je okomita na zadanu normalu.

Neka je

— T,(%.¥.2,) zadana tocka prostora
= Ai + Bj + Ck ={4,B,C}, vektor normale

n
— T(x,».z), proizvoljna tocka ravnine ©

Tada je:
~ T,T={x-X,,y-,,z—z,}, vektor koji leZi u ravnini n

- n 707 , 1. vektor normale je okomit na svaki drugi vektor koji lezi u ravnini 7
Slijedi:
i-T,T =0, (1)

jednadzba ravnine u vektorskom obliku;

A(x—x0)+B(y—y0)+C(z—zo):O, 2)

algebarski oblik jednadzbe ravnine;

Izmnozimo i izraze u relaciji (2) dobiva se

41



Geodetski fakultet, dr. sc. J. Beban-Brki¢ Predavanja iz Matematike 1

Ax+By+Cz+D =0, 3)

kanonska ili opéa jednadzba ravnine, gdje je D = —(Ax0 + By, + Czo) .

D=0 = ishodiste O(0,0,0) pripada ravnini 7, odnosno ravnina 1t prolazi
ishodistem

Segmentni oblik jednadZbe ravnine

Podsjetimo se, kao prvo, dobivanja segmentnog oblika jednadzbe pravca iz njegove
jednadzbe u opéem obliku.

Neka je ax+by+c =0 jednadzba pravca p.
¢ =0 = pravac prolazi ishodiStem;
c#0 = dijeljenjem s -¢ jednadzbu svodimo na oblik R , koji nazivamo

m n
segmentni oblik pravca, pri ¢emu su m 1 n duljine segmenata na koordinatnim osima.

Analogno, neka je Ax+ By+ Cz+ D =0 jednadZba ravnine .

D =0 = ravnina prolazi ishodiStem; |z
D #0 = dijeljenjem s -D slijedi

£+X+£=1, (4)
p q r
D D D
diesu p=——,g=——,r=——_Izraz (4
gdiesu p=-—,q=-7 C “4)

nazivam se segmentni oblik ravnine, pri ¢emu su

brojevi p, g, r duljine segmenata na koordinatnim
osima.

Presjeci ravnine s koordinatnim ravninama:

£+Z+£=1 & z=0 = £+Z=l, tj. 1. trag ravnine 7;
p q r P q
£+Z+£:1 & y=0=> i-1-5:1, tj. 2. trag ravnine m;
p q r pr
202 & x=0 = Z+£=l, tj. 3. trag ravnine 7.
p q r q r

JednadZba ravnine zadane s tri tocke

Zadatak: Neka su T, (x,,9,,2,), T, (x,,3,.2, ), T; (x;, 5.2, ) tri nekolinearne tocke. Odrediti
jednadzbu ravnine koja ih sadrzi!
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Rjesenje:

Neka je T'(x,y,z) proizvoljna to¢ka ravnine.
Vektori ﬁ ffz T'T, sukomplanarni, tj. leZe u istoj ravnini =

mjeSoviti produkt im je jednak nuli: (ﬁ X ﬁ )ﬁ =0.

Uvrstimo li komponente vektora TI—T ﬁ ﬁ , dobivamo jednadzbu traZzene ravnine u
obliku

X=X Y= Z—Z

X=X Y=y z,-7|=0. (5)

Xy =X V3=V Zz—Z

Analogno, odrediti jednadZzbu ravnine zadane s
a) pravcem i toCkom izvan pravca;

b) dvama ukrStenim pravcima;

¢) dvama paralelnim pravcima.

Identi¢ne ravnine

Pomnozimo li jednadzbu ravnine (3) realnim brojem A+ 0, dobije se jednadzba
Ax+By+Cz+D =0,gdieje 4 =14, B, =1B,...,

koja predstavlja istu ravninu u prostoru. Dakle, dvije jednadZbe ravnina su jednadzbe jedne te

iste ravnine ako vrijedi
4 _B_G D
A4 B C D

b

za A,B,C,D # 0. Ako je neka od vrijednosti 4,B,C,D =0, to znaci da je 1 brojnik
odgovarajuceg kvocijenta jednak nuli.

Paralelne ravnine

Ravnine 71, i 7, su paralelne ako su im vektori normala 7, ={4,,B,,C,} i i, = {4,,B,,C, }
kolinearni, tj.
n=a n,, oo € R, a#0,o0dnosno

. 4 B C
{4,,B,,C,}=al{4,,B,,C,} 1. A_;:B_l:C_l:a’ za A,,B,,C, #0.

Ako je neka od vrijednosti 4,,B8,,C, =0, to znadi da je i brojnik odgovarajuc¢eg kvocijenta
jednak nuli.
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Okomite ravnine

Ravnine 71, i 7, su okomite ako su im vektori normala 7, = {4,,B8,,C,} i i, ={4,,B,,C, }
okomiti, tj.

n,-n,= 0, odnosno

A A4,+BB,+CC,=0.

Kut izmedu dviju ravnina

Ako su dvije ravnine paralelne ili se podudaraju, kut @ medu njima jednak je nuli.
Ako se dvije ravnine 1t; i 7, sijeku, kut @ medu njima jednak je kutu izmedu njihovih vektora
normala 7, = {AI,BI,CI} 11, = {Az,Bz,C }

O T nn AA,+BB,+CC
iy 1y =|i|i,|cosp = cosp == R , 0<p<

|n1||n2| \/Al2 +312 +C12 \/Az2 +B22 +Cz2

NN

Normirani oblik jednadZbe ravnine

Neka je m ravnina s jednadZzbom Ax+By+Cz+D=0.

Tada je: {A B, C |n| NA*+B*+C?,

) :| = ! {A,B,C}:{cosa,cosﬁ,cosy}.

Vi

Projicirajmo radijvektor bilo koje tocke 7(x,y,z) € m na vektor normale 7. Ta je projekcija

|=1

S)
S|

pozitivan broj i1 jednaka je udaljenosti ishodi$ta koordinatnog sustava od ravnine n. Ozna¢imo
tu udaljenost s p. Analiticki:

Ny 1= {cosa,cos ,B,cosy} . {x,y,z} = p, odnosno

(cosa)x+(c0s,6’)y+(cosy)z—p:O, (6)

Sto predstavlja normirani ili Hesseov oblik jednadzbe ravnine.

Podijelimo sada kanonsku jednadzbu ravnine modulom vektora normale:

Ax+By+Cz+D=0 /:|71|

= 4 X+
+4A*+B*+C* +44 +Bz+C2

= (cosa)x+(cosﬂ)y+(cos7/)z+

D
VA +Bz+C2 +4A*+B*+C?

i
D .
=0, 1usporedbom sa (6)

A% + B> + C?
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D —_—

=—p
+4A*+B*+C?

Buduc¢i da je udaljenost p > 0, za predznak korijena se uvijek uzima —sgnD.

=

Udaljenost tocke od ravnine

Zadano:
= tOéka To(XQ, yo, ZQ),
- ravnina w... Ax+By+Cz+D=0.

Udaljenost tocke T, do ravnine 7 jednaka je
udaljenosti tocke 7, do njezine ortogonalne
projekcije T, na ravninu n. Dakle, d = d(T,, ©)=d(T,, T, ).

TraZenu udaljenost ¢emo odrediti na sljedeci nacin:

Neka je M(x,y,z) proizvoljna to¢ka ravnine 7, M # T, . Projekcija vektora MT, na jedini¢ni

vektor normale 7, tockom T jednaka je trazenoj udaljenosti (vidi sliku), tj.

d:MZZ)-ﬁO:‘MTo‘ |ﬁ0| cosqo:‘ﬁ‘ cos@, qozé(ﬁi,ﬁo).

Analiticki,
d= {xo —X, Yy =V, Zy — z} : {cosa,cosﬂ,cosy}

d =x,cosa+y,cos f+z, cosy—(xcosa+ycosﬂ+zcos;/)

=p (Me 71')

d=x,cosa+y,cos f+z,cosy—p

Upotrebimo li poznatu vezu izmedu kanonskog i normalnog oblika jednadZbe ravnine,
udaljenost d mozemo izraziti i na sljede¢i nacin:

A B C D
d=x, F Vo +z, + ,
++4/A*+B*+C? +4A*+B*+C? + A2+ B2 +C?  ++JA*+ B> +C?
odnosno
J= Axy+By,+Cz, +D

(-sgnDWA +B>+C>

Napomenimo da ovako dobivena udaljenost moze biti 1 negativna veliCina, $to se dobiva u

slu¢aju da je kut ¢ izmedu vektora normale i vektora M7, tupi kut.

Dakle,
¢ je tupi kut = tocka T 1ishodiste O leze s iste strane ravninen = d <0,
¢ je Siljasti kut = tocka T, 1 ishodiSte O leZe s raznih strana ravnine t = d > 0.
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Pramen ravnina

Pramen ravnina ¢ine sve ravnine koje prolaze
jednim pravcem prostora. Pramen je zadan (odreden)
ako su zadane dvije njegove ravnine 7; i 7.
Neka su

Teeenn. Ax+By+Cz+D, =0,

Teen... A,x+B,y+Cyz+D, =0 X
jednadzbe ravnina koje odreduju pramen.

OS pramena

Ako je T(x,y,z) bilo koja tocka koja pripada presje€nici ravnina m; 1 12, njene koordinate
moraju zadovoljavati obje dane jednadzbe kao i njihovu linearnu kombinaciju
y(A1x+Bly+Clz+Dl)+ V(A2x+Bzy+ C22+D2) =0, uveR.

Odabirom konstanti n i v dobivamo ravnine pramena oko zajedni¢kog presje¢nog pravca, i
posebno:

- za p=0 = ravnina m,

- za v=0 = ravnina 7.

Budu¢i da su parametri p i v opéenito razliciti od nule, dijeljenjem jednim od njih (na primjer
u 1 uz oznaku v/u = A) dobivamo jednostavniju jednadzbu pramena ravnina u obliku
(4x+B,y+Cz+D,)+ AMA,x+B,y+C,z+D,)=0.

Simetralne ravnine

Simetralne ravnine X, 1%, dviju ravnina 7t; 1 m, koje se sijeku u nekom pravcu p su ravnine
koje prolaze presje¢nicom p i raspolavljaju kutove koje mt; 1 m, zatvaraju.
Neka su
... Ax+By+Cz+D, =0, EI:{AI,BI,CI},
... ,x+B,y+Cyz+D, =0, ii,=1{4,,B,,C,},
jednadZzbe 1 vektori normala pocetnih dviju ravnina.

Vektori normala s,,s, ravnina X, , su medusobno
okomiti 1 vrijedi:
S = (nl )o + (nz )0

I | - Slika presjeka L p:
§, = (”1 )0 _(nz )0

Osim toga, buduc¢i da ravnine X, ¥, prolaze presje¢nicom p ravnina m;, m, one pripadaju
pramenu ravnina koji je s 7; i m, odreden. Njihove su jednadzbe dane sa
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ﬂ'-l 72-2 ﬂ-l
2=t 2, =
| |7 | ||

7Ty

odnosno

Ax+By+Cz+D, Ax+B,y+C,z+D,
2, * =

+.A>+B’+C - i\/Az2 +B,>+C,’

(~sgnD,) (~sgnD,)

Pravac u prostoru
Jednadzba pravca

Pravac p u prostoru odreden je jednom svojom
tockom 75, i vektorom smjera p .

Zadano:
- tocka To(xo, Yo, Z0),
- vektor smjera p= {l, m, n}.

Neka je T(x, y, z), T € p, bilo koja tocka.
Tep & ]72113, AeR,

po.. F=T 4P, (1)

vektorska jednadzba pravca.

Jednadzba (1) koordinatno:
x;+y]+z]€ :(x0f+y0]+zol€)+/1(lf+m]+nl€)
Xi +yj +zk = (x, + )i +(y, +Am)j +(z, + An)k

x=x,+A
Y=o+ Am 2)
z=z,+/An

parametarska jednadzba pravca.

Svakoj vrijednosti parametra A odgovara jedna tocka pravca p i obratno.
Eliminiramo li parametar A4 iz jednadzbi (2) slijedi

x_xO:y_yO_Z_ZO (:ﬂ) (3)

/ m n

kanonska jednadzba pravca.
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Pravac kroz dvije tocke

Zadano:
- tocke T](xl,y1, Zl) 1 Tz(Xz, V2, Zz), a time 1 vektor TiTz = {x2 —X1, V2=V1, Z2 —Z1 }

Kanonski oblik jednadZzbe pravca:
X=X _ Y= _274% (:/1)

Xo =X Vo=V 2,7 %

Parametarska jednadzba:
X=X, +/7,(x2 —xl)
Yy=>n +/1(y2 _yl)'
z=z,+ Mz, —z,)

Medusobni poloZaj dvaju pravaca

Medusobni polozaj dvaju pravaca p, p, u prostoru odreden je medusobnim polozajem
njihovih vektora smjera p,, p,.
Mogucénosti su sljedece:
- vektori smjera su kolinearni = p, =a p,, a € R
- vektori smjera su okomiti = p,-p, =0
131 'ﬁz
15,7

A . : T
- vektori smjera zatvaraju neki kut ¢ # 0, By = cosp=

Udaljenost toc¢ke od pravca

Zadano:
- pravac p tockom T'(xy, y1, z1) 1 vektorom smjera p = {/, m, n},
- tocka Th(xz, y2, 22).

Treba odrediti formulu za izracunavanje udaljenosti tocke od pravca.

Udaljenost tocke T, do pravca p jednaka je udaljenosti tocke 7> do njezine projekcije 7' na

pravac p. Dakle,
d=d(To,p)=d(To, T)="?

Promotrimo paralelogram razapet vektorima

p 1 T[T, . Njegovu povrSinu P izra¢unavamo

po formuli
P=|p|d= ‘ﬁxﬁ; , odakle slijedi
BxTT,
d=1—""1
7]
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Udaljenost pravaca u prostoru

vvvvv

mimosmjernih pravaca nisu kolinearni i pravci nemaju zajednicku tocku.

Zadano:
- pravac p; to¢kom T(x1, y1, z1) 1 vektorom smjera p,= {I;, m, n},
- pravac p; to€kom T2(x2, 12, z2) 1 vektorom smjera p,= {l, my, ny}.

Treba odrediti formulu za izraCunavanje udaljenosti dvaju pravca. U tu svrhu zamislimo

paralelepiped razapet vektorima p,, p,, ﬁ .

p1

Ako su vektori p,, p,, ﬁ komplanarni slijedi da su p,, p, paralelni ili ukrSteni. Ukoliko

su ukrsteni udaljenost im je jednaka nuli, a ukoliko su paralelni udaljenost se izraCunava po
formuli za udaljenost tocke od pravca.

Pretpostavimo da vektori p,, p,, ﬁ nisu komplanarni. Volumen V paralelepipeda kojeg
oni razapinju izratunavamo po formuli

v =[1% (5 5 ).
Medutim

V' =B-v, gdje je B—baza, a v— visina paralelepipeda.
Zbog

B=|p,xp,| i v=d,slijedi
1By % Paf d =TT (5 x B ).
LT, (b x p,)

Transverzala dvaju pravaca je bilo koji pravac prostora koji ih sijece.
Najkraca transverzala dvaju pravaca je pravac koji ih sijece i okomit je na svakom od njih.
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Medusobni polozaj pravca i ravnine

Pravac kao presjek dviju ravnina

Neka su

T......Ax+By+Cz+D, =0, i ={4,B,C,},
Moo Ax+ B,y +Cyz+ D, =0, 71, ={4,,B,,C, },

jednadzbe 1 vektori normala dviju zadanih ravnina.
Pitamo se kako odrediti 7t;Um; 1 koje su moguénosti?

10) TN = b = T || (%]
m || 72 = n, || n,, tj. vektori normala su kolinearni = n, =k n,, ke R =
Al _ Bl _ Cl

A, B, C,
)m=m = izﬁzg:ﬂ:k;
4, , G,

b

S5}

30) TN =p
Vektor smjera pravca p: p =n, xn,.
Tocka pravca p dobije se rjeSavanjem sustava dviju jednadzbi (ravnine m;, m2)
odabravsi proizvoljno neku vrijednost za koordinatu x, y ili z.

Kut izmedu pravca i ravnine

Kut izmedu pravca i ravnine definira se kao kut izmedu pravca p i njegove ortogonalne
projekcije p'na ravninu 7.
Zadano:

- pravac p kanonskom jednadzbom TH VTN 275 ,
m n
- ravnina 7 jednadzbom Ax+ By+Cz+D=0.

Trazeni kut ¢emo izracunati kao komplement

kuta vektora smjera pravca i normale ravnine:

o=L(p.x)=L(p.p)=?
90" —p = £(p,ii)

. . pn_ Al+ Bm+Cn
S [ R o ovecs el
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ProbodisSte pravca i ravnine

Zadano:
- pravacp ... X% VTN 275
l m n
- ravninam ..... Ax+By+Cz+D=0.

Treba odrediti p N 7 !

Moguénosti:

Pyplln = pnn=;

2Y)pcn = pnn=p;

3°) Pravac p probada ravninu 7t u jednoj to¢ki ¢ije koordinate zadovoljavaju obje dane
jednadzbe. Postupak pronalazenja probodista objasnit ¢emo na primjeru.

Zadaci:

sijeku i odrediti

— - — —z+2=0
1. Odabrati m tako da se pravei *—2 =2 =% _ 272 {x ‘

1 1 y—mz—1=0
ravninu koju odreduju.

¥—2_y-4_z-2 p=0B11, PQ2,4,2)

D 3 " "
g {’““220 : i = {L0~1} 7, = {01,-m)
y—mz—1=0

G =i, xii,={l,m,1}
x=0 = z=2, y=2m+1 = 0(0,2m+1,2)

PO={-22m-30)
Vektori ¢, p, P—Q moraju biti komplanarni!
1 m 1
3 1 |=0 > m=2
-2 2m-3 0

Ravnina:
x=2 y—4 z-2
3 1 1 |=0 = x+2y-5z=0.
1 m 1
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2. Odrediti jednadzbu pravca koji lezi u ravnini 3x -2y —2z =1, prolazi tockom 7°(1,0,1) i

okomit je na pravac 3x =2y =z.

I7 ... 3x-2y-2z=1

)22 Ix=2y=z =

Ravnina X' to¢kom 7 okomito na pravac p:

...... 2(x=1)+3(y-0)+6(z~1)=0

2x+3y+6z—-8=0

Trazeni pravac g =11 N 2':

i (T)=3-2-2},  ,(X)={236}

i J k

G=i,xi,=|3 -2 —2/=-6i-227+13k
2 3 6

Tell = q...... x_—lzlzz—l

6 22 -13°

3. Naci tocku ravnine 2x -3y —z +1=0 jednako udaljenu od tocaka 4(2,3,0), B(4,2,0) 1

C(1,0,0).
v i T 33 L
Poloviste duzine CA ....P(2 5 0); CA=i +3j+0k
Polovite duzine CB .. Q(g 1,0); CB=3i +2j +0k

Ravnina to¢kom P okomito na vektor 5’4 :

a...... 1(x—%)+3(y—%):0:>x+3y—6:0

Ravnina to¢kom Q okomito na vektor CB :

p.... 3(x—§j+2( ~1)=0=6x+4y-19=0

1. naéin:

Presjek ravnina a1 S

iy ()= {130}, 7,(8)={640}
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X+3y-6=0
Zaz=0 = g = y=1—7,x=£ = Q(ﬁlloj
6x+4y—-19=0 14" 14 14°14
PO E A V)
. 4 "4z
0 0 1

Probodiste pravca g i ravnine 2x—-3y—z+1=0:
. . . 33 17 . .
Kako je pravac ¢ paralelan sa z-osi, uvrstimo x =—, y=— u jednadzbu ravnine.

14
Slijedi z = g, pa je traZzena toCka T(ﬁ,ll,g) .
14 14 14 14

2. nacin:
Trazena tocka se moze dobiti i kao presjek zadane ravnine, ravnine « iravnine £, tj.
kao rjeSenje sustava:

2x-3y—z+1=0

x+3y-6=0

6x+4y—-19=0.

4. Odrediti projekciju tocke T (1,2,8) napravac p... .

y+z=0

a) Ravnina /7to¢kom T okomita na pravac p.
b) Probodiste Q pravca p 1 ravnine /7.

Jednadzba pravca:

{x+2y—l=0 2y:_x+1:y:_%
y+z=0 y=—z
p...xz_lzll:% p={2-11}, P(10,0).

Ravnina /7 tockom T
2(x—-1)-1(y-2)+1(z-8)=0
2x-2-y+24+z-8=0
2x—-y+z-8=0... IL

Probodiste:
x=2t+1 22t +1)—(~1)+1-8=0
y=—t 4t+2+t+t-8=0 =  0(3,-11).
z=t 6t=6=1t=1
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