Geodetski fakultet, dr. sc. J. Beban-Brki¢ Predavanja iz Matematike 1

8. NIZOVi

Pojam niza

Neka je N skup prirodnih brojeva. Prema nekom pravilu svaki broj iz N zamijenimo nekim
brojem:

Sta smo dobili?
Bududi da je svakom elementu skupa N pridruzen samo jedan element skupa R, zaklju¢ujemo
da se radi o funkciji sa Nu R.

Definicija
Niz je funkcija f: N > R.

f(l) =a, -prviclanniza
f(2) =a, -drugi c¢lan niza

f(n)=a, -n—tiili opéi¢lan niza
Oznaka: (a, )neN ili samo (a, ).

Primjeri:

1. Neka je formulom (funkcijom) f (n): 21

zadan niz realnih brojeva. Napisati prvih
nekoliko ¢lanova niza.
Rjesenje:

f)=a =1, f@)=a,=2, f(3)=a3=§, ......

3579
L= === ,
(a") 2345

2. Napisati nekoliko prvih ¢lanova niza ako je op¢i €lan:

1 4 916
S B G T Iy
b b,=(1" = (5,)
n
9) “= (c,)
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) e,=— = (e,)

n

3n+1 )
f) fn_n2+1 = (f;l)

2 g,=3 = (g,):

3. Odrediti op¢i ¢lan niza ako je prvih nekoliko ¢lanova niza:
a) 1,4,7,10,13, ...
b) -1,2,7,14,23, ...

Napomena: Pomoc¢u nekoliko zadanih pocetnih ¢lanova niza sam niz nije jednozna¢no
odreden, ali se moZe pretpostaviti njegov op¢i ¢lan.

Graficki prikaz niza

1. nacin
Bududi da je niz funkcija, promatramo parove (n f (n )), tj. skup tocaka ravnine koji pripada
grafu zadane funkcije

G, :{(”)f(n)””EN}-

Graficki prikaz niza iz primjera 1:

2n—1 3579 2n—1

n)= ; a ) l,— = —, —,......,

f() n (") 2345 n

f(n)=an
\
277f******;**;**{*}”i**'

[ ]
1r °
L Ny n

0 1 2 3 4 5 o 7

2. nacin
Prikaz niza na brojevnom pravcu:

2n—-1 3579 2n-1 1
= 5 :1)_1_:_;_, ------ s — LT ...
f(n) n (a") 2345
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Ogradeni nizovi, monotoni nizovi

Neka je zadan niz (a, ) realnih brojeva.
Sto &ine njegovi ¢lanovi?

—  Podskup skupa realnih brojeva.
Pitamo se da i je taj skup brojeva ograden (omeden).

Definicija (ogradenost)
Za niz realnih brojeva (an )neN kazemo da je ograden ako je skup {al,az,. a,,.. } ograden, tj.

ako

IM,meR, m<a,<M, VneN.
Tada je:

M — gornja ograda niza (an ),

m — donja ograda niza (a, ).

Definicija (monotonost)

Niz (an) realnih brojeva je rastuci akoje a, <a VneN.

VnelN.

n+l”
Niz (an) realnih brojeva je padajuci akoje a,2a,,,,

Analogno,

Niz (a, ) realnih brojeva je strogo rastuci ako je a, <a VneN.

VneN.

n+l’
Niz (an) realnih brojeva je strogo padajuci ako je a, >a

n+l?

Sve su to monotoni nizovi.

a
—a, >0, odnosno —L>1.
a

n

Za monotone rastuée nizove vrijedi a

n+l

o - a
Za monotone padajuce nizove vrijedi a,,, —a, <0, odnosno —*-<1.
a

n

Zadatak. Ispitati monotonost sljedec¢ih nizova zadanih opéim ¢lanom:

%) an:2n—1
n
b) b, = (-1’

-1)
0 ¢, = (-1

Definicije
— Svaku funkciju f:S, > R, S, ={1,2....,n} zovemo konacnim nizom u R.

— Okolina realnog broja je svaki otvoreni interval realnih brojeva koji sadrzi taj broj.
(Na primjer, nekoliko okolina broja 1: (0, 2), (0.9, 1.1),...)
— &- okolina broja A je otvoreni interval (A —-&, A+ g), EeR £>0.
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— Realan broj 4 je gomiliste niza (an )ne ,, ako svaka ¢ - okolina broja 4 sadrzi beskonacno

mnogo ¢lanova tog niza.

(0@
a1 a2 a3 a4
| | | | (il \ S
[ | [ ] CT T 7
A€ A Ate

konacno mnogo

Graniéna vrijednost ili limes niza

Definicija 1
Postoji li tocka A takva da se u svakoj njezinoj ¢ - okolini nalaze gotovo svi ¢lanovi niza (ay,),
kazemo da je niz (a,) konvergentan i da je A limes ili granica tog niza.

PiSemo: lima, = A4,

n—0

Citamo: “Limes od a,, kad n tezi u beskona¢no, jeA.”
Vrijedi: Ako je niz konvergentan, onda je limes tog niza njegovo jedino gomiliste.

Definicija 2
Broj A zovemo granicnom vrijednoscu ili limesom niza (a,) ako za svaki pozitivan broj &

mozemo naci takav prirodan broj n, (g) , da za sve ¢lanove niza, indeksi kojih su ve¢i od
n, (&), vrijedi |a, — 4| < e.

Ako broj A postoji niz zovemo konvergentnim.

Definicija 2 zapisana formulom:
(V5>0)(3n0 eN) (n>n0 = |an —A|<£).

Primjer. Provjera konvergencije niza.

Neka je dan niz s op¢im ¢lanom a, =£,tj. (an): 1Eézg ...... ,
n 2345

(Vidi graficki prikaz na stani 86.)
Odaberimo neki (po volji mali) pozitivni broj & (6‘ > O). Uvijek postoje ¢lanovi niza ¢ija je
udaljenost od broja 2 manja od tog broja. Na primjer,
n=100 = a - 2-100-1 _ 199 :2_L
100 100 100

. 1 C e e . . . -
Uzmimo ¢ = 100 = svi sljede¢i ¢lanovi niza, a,,,, a,.,, ...su na udaljenosti manjoj od

n+l? “n+22

£= L od broja 2.
100
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_2-1000-1_1999 ., 1

n=1000 = a, = =2- , 1td.
1000 1000 1000
PisSemo: [lim 2n-1 =2.
n—0 n

Divergentni nizovi su nizovi koji nisu konvergentni.

Niz je divergentan u uzem smislu, ako je ispunjeno: lima, =+ ili lima, =—o0.
n—» n—o
Niz je divergentan u sirem smislu ako je divergentan a nije divergentan u uzem smislu.
L . 1+(-1)" L
Na primjer, niz s opéim ¢lanom a, = T (an ) :0,1,0,1,0,...... , divergira u Sirem
smislu jer ima dva gomilista, 01 1.
Svojstva konvergentnih nizova
Teorem 1
Konvergentan niz ima samo jedan limes, tj. ako je lima, = A 1 lima, = B, tadaje A = B.
n—>0 n—>0
Dokaz

Pretpostavimo da je ispunjeno: 4#B 1 ¢ = §|A - B| >0.

lima,=A = (3n,)(Vn>n)

n—>x0

lima, =B = (Elnz)(Vn>n2)|an —B|<5

n—»0

a, —A|<g

Oznatimo:  n, = max{n,,n,}.
Buduc¢i da gornje dvije jednakosti vrijede za Vn > n, slijedi

|A—B|=‘(A—an)+(an —B)‘S|A—an a, —B|=

+

:|an—A|+

1
an—B|<g+g=28=2~§|A—B|AA_B|

= I< %, Sto je nemoguce. Dakle, 4 =B. []

Teorem 2
Konvergentan niz je ograden.

Dokaz
(an) je konvergentan niz = 3 lima, = 4.

n—0

Odaberimo i &=1= 3n,, takav daje
(Vn>n,) = |an—A|<l,tj.
-l<a,—-A<l1 = A-1<a, <A+1 (1)
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Oznatimo: K =max{|a1 |l |a, }, (n<ny) .t

|al|£K, |a2|SK, ...... |4, <K

-K<a <K, -K<a,<K,..... ,—KSanOSK (2)
Oznacimo dalje: M =max{K,A+1} i m=min{-K,A-1}.

Iz (1) 1 (2) slijedi: m<a <M, VneN,Sto je1itrebalo dokazati. [

Teorem 3
Ograden i monoton niz je konvergentan.

Dokaz

Neka je monoton ograden niz uzlazan.

Kako je niz ograden postoji njegov supremum i u svakoj okolini supremuma ima ¢lanova
niza. U protivnom bi sami rub okoline bio supremum niza, i ponovili bismo gornju tvrdnju.
Ako u okolini supremuma postoji jedan ¢lan niza, zbog uzlaznosti niza su gotovo svi ¢lanovi
niza u toj okolini. Dakle, u svakoj su okolini gotovo svi ¢lanovi niza i niz je konvergentan,
odakle slijedi da mu je limes supremum.

Analogno za silazne nizove, limes im je infimum. [

Teorem 4 (Teorem o sendvicu)
Ako su nizovi (an), (b,) 1 (cs) takvida je a, <b, <c, za svaki n veci od nekog ny 1 osim toga

jeje lima, = gTzo ¢, , onda konvergira 1 niz (b,) 1 gzjzzo a,=limb, = limc,.

n—>0 n—>0 n—>0

Dokaz
Neka je lima, = limc,= A.
Tada,

Vn>n (e)=

Ve >0)(3 N) a4 <e
> , .
(Ve o Vn>n,(e)=lc, —A|<e

Odnosno,
Vn > n, Vn > n,
—&g<a,—A<¢ 1 —-e<c,—A<¢
A-¢e<a,<A+¢ A-e<c,<A+e¢

Ozna¢imo sa n, = max{n,,n,} .
Slijedi:
Vn>n, = A-¢<a,<b <c <A+e&,t.
A-e<b, <A+e,t.
(Ve>0)(Vn>n,) |b, -4 <e,t.
limb, =A4 .

n—>x0
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Teorem 5 (Racunanje s limesima)
Neka su (a,) i (b,) konvergentni nizovi realnih brojeva i lima, = A, limb, = B . Tada je:

n—>0 n—0

(1) lim(a,+b,)=lima, *limb, = A+ B;

) lim(a,-b,)=lima, limb, = A-B;
a lima, 4
Q) lim| = |=22—=—, B#01b,#0,VneN;
e\ b | limb, B
4) lim|an| =\|lima, =|A ;

k
(5) limankz(liman) =4", a,#0,4>0,keR;

n—>0 n—>0

(6) lim(/Z: k/lin;an =44.

n—>x0

Dokaz
Dokazat ¢emo samo prvo svojstvo, tj. lim (an +b, ) = A+ B, §to napisano formulom glasi
n—>0

(Ve>0)(3n, eN) (n>n0(8): ‘(an +bn)—(A+B)‘<8).

Po pretpostavci je lima,=A 1 limb, =B.

lima, =4 = zagﬂnl(g),(Vn>nl):> an—A|<§, (3)
limb, =B = za gElnz(g),(Vn>n2):>|bn—B|<§. (4)
Oznac¢imo:  n, =max{nl,n2}.
Iz (3) 1 (4) slijedi:
(Vn>n) = |(a,+b,)~(4+B)=[(a, - 4)+ (b, ~ B) <|a, ~ 4| +|p, - B < S+ =¢."

Neki vazniji limesi

n 2 3
1. Nizs opéim ¢lanom a, = (1 +lj ;o (a):2, (1 +%) , (1 +%) e
n

Dokazimo da je tako zadani niz konvergentan.

1°) Kao prvo pokazimo da je niz strogo rastuci.
Bernoullijeva nejednakost:

(l—a)m21+ma, a>-1, meN

(I-a)" >l+ma, a>-1, m>1

91



Geodetski fakultet, dr. sc. J. Beban-Brki¢ Predavanja iz Matematike 1

. 1 n+1
Stavimo: o= , o m=
n+l1 n
Slijedi: ( ] ST +1/
n+1 n n+l n

n+l 1 n
I+—| < a, >a,.
n +1 n —_—

2°) Niz s opéim ¢lanom a, = (1 + 1) je ograden.
n

Budu¢i da je niz uzlazan dovoljno je pokazati postojanje gornje ograde.

Bernoullijeva nejednakostza =1 1 m=1+ 2 glasi:

n
(1+1) n >1+1 (1 gj=2+g . (5)
n n
l 2 2 2
ove 2 1 1+= 1 1+z
Raspisimo: qrn =27 =2" .—=—2 " |l=—(1+1) = 6
p 5 2( J S(1+1) (6)

Usporedbom (5) i (6) slijedi da je

4>(1+—) =a,, a,>a >0, pajeniziograden.
n

n—>0

. ” . . .. 1Y
Prema teoremu 3, niz je konvergentan. Ozna¢imo njegov limes sa e, tj. lzm(l + —] =e,
n

(e=2.718281828...).

1 1 11 1 o
2. a,=—, (an) L, —, =, —,...... = Harmonijski niz
n 2 3 4 n
1
lim—=0
n— n
3. a,=da", acR (a,):a d* da a*,......, a',...
|a| <l = Ilima" =0 niz konvergira
n—0
|a| >1 = niz divergira
- a=1 = Ilima"=1 niz konvergira
n—>0

- a=-1 = niz (an):-l,l,-l,l,... divergira

4. a,=%n; (a,):1,%2, 43, 44,......, ..
lim%zl.

n—»0
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5. an:%; (an)-'a, %,361, %, ...... ’n a,...
lim%zl.

n—»0

Zadatak. 1zracunati limese zadanih nizova.

n

a) a, = ,

) "o+l

b) bn=25”—‘2.
n- —-2n+6

Aritmeticki i geometrijski niz
AritmeticKi niz ili 4-niz

A-niz: a,,a,,a,,...,a,,...

a, prvi ¢lan niza
a,=a,+d, drugi ¢lan niza
a,=a,+d=a,+2d tre¢i €lan niza
a,=a,, +d=a, +(n-1)d, n-ti ¢lan niza
=>d=a,-a,=a,—a,=...... =a,—-a, =a,, —a,=...

d — diferencija ili razlika
= 2a,=a,,+a,,,t.

— an—l + an+l
a, =——"-.
2

Dakle, svaki ¢lan A-niza jednak je aritmeti¢koj sredini susjednih ¢lanova.

Suma prvih n ¢lanova 4-niza:
a+a,+..+a,=a +(a+d)+(a +2d)+...+(a +(n-1)d)=

n(n—l)d n 4.

=n-a + =...=E(al+an)

Sn =n (al +an).
2
Geometrijski niz ili G-niz

b, prvi ¢lan niza
b, =bgq, drugi ¢lan niza
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b, =b,q =bq’ treéi ¢lan niza

b, =b, q=bq"", n-ti ¢lan niza

L yb b b b
bl b2 bn—l bn

q — kvocijent
= b =b,, b, 1.
b, =,b, b
Dakle, svaki ¢lan G-niza jednak je geometrijskoj sredini susjednih ¢lanova.

n+l *

Suma prvih n ¢lanova G-niza:
s =b +b +...4b =b +bq+bq* +...+bq""/-q
S =bq+bq’ +bq’ +...+bq"

s,—s,q=s,(1-q)=b -bq" =b (1-q")

Suma svih ¢lanova G-niza:
1-qg" 1
Za |q|<1 = s=Ilims, =limbp, 1 =b,
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