Geodetski fakultet, dr. sc. J. Beban-Brki¢ Predavanja iz Matematike 1

10. DERIVACIJA

Pojam derivacije

Glavne ideje koje su vodile do danasnjeg shvacanja derivacije razvile su se u 17 stoljecu,
kada i zapocinje razvoj infinitezimalnog racuna (diferencijalnog i integralnog racuna).
Najvaznija imena na tom podrucju bila su:

- Isaac Newton (1642-1727), engleski fizicar i matematicar;

- Gotfried Wilhelm Leibnitz (1646-1716), njemacki matematicar.

Svaki je od njih doSao do pojma derivacije, ali razli¢itim putem, rjeSavajuci razli¢iti problem.

1°) Newton je rjeSavao fizikalni problem (problem brzine): Kako definirati brzinu gibanja
nekog tijela u zadanom trenutku #,?

Neka je:
s = s(¢) ...prijedeni put kao funkcija vremena, i
s(t, + At)—s(z,)
At
Sto je At manji, prosje¢na brzina v je “vjernija”, tj. bliza brzini “u trenutku”. Zbog toga ima
smisla definirati

V=

... prosje¢na brzina na intervalu [t,,z, + At].

2°) Leibnitz je rjeSavao geometrijski problem (problem tangente): Kako konstruirati,
odrediti, tangentu na danu krivulju u nekoj tocki?

Neka je y = f(x) funkcija ¢iji je graf promatrana krivulja.

f(c+Ax)—f(c).
Ax

Koeficijent smjera sekante tockama (c, f(c)), (c+ Ax, f(c+ 4x)): tgf =
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Sto je Ax manji sekanta je bliza tangenti. Odavde slijedi da koeficijent smjera tangente u
tocki (c, f (c)) ima smisla definirati sa
A —

Ax—0 Ax

Definicija
Neka je I < R otvoren interval i f : [ — R realna funkcija. Akoje c €/ i Ax € R tako da
vrijedi ¢+ Ax € I, onda broj

Af = fle+4x)-1(c)
zovemo prirast (promjena) funkcije f. Cesto pisemo f (c + A4 x) =f (c)+ Af .
Definicija

Neka je I < R otvoren interval, f :/ — R zadana realna funkcijai c € /. Kazemo da je
funkcija f derivabilna (sinonim:diferencijabilna) u tocki ¢ € I ako postoji limes

i A _ o fle+Ax)- fle)

Ax—0 Ax Ax—0 A_x

U protivhom kazemo da f nije derivabilna (nije diferencijabilna) u tocki c.
Realni broj

zovemo derivacija funkcije f u tocki ¢ i oznaavamo f'(c), Df(c) ili

arte)
dx

Kazemo da je f derivabilna na I, gdje je I otvoren interval, ako je ona derivabilna u svakoj
tocki ¢ € I . Tada mozemo definirati novu funkciju
fiI->R, xm f(x),

koju zovemo prva derivacija funkcije f.
Ako ' ima derivaciju u nekoj tocki ¢ € I, onda vrijednost

@)=

zovemo druga derivacija funkcije fu to¢ki c. Analogno definiramo f"(c).
Induktivno mozemo definirati n-tu derivaciju funkcije fu tocki c:

) =(""Y(e), neN.

Primjer: Odrediti po definiciji derivacije danih funkcija.

L )=e: 4 Sl)= s
2. flx)=x"; 5. flx)=Vx";
3 f(x)zx/;; 6. f(x)=Inx.
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Ad 2)

f)=x", [+ dr)=(x+ ),

f'(x)= fim (XHL) /) A;ﬁo—(xmj,)c o
Ad 4)

1
Slr)=—s o+ )= ——-,
1
f’(x)zlmf(x+Ax)_f(x) lim x+dx x 1
Ax—>0 Ax 4x-0 Ax x2

Teorem

Neka je I < R otvoren interval 1 funkcija f :/ — R derivabilna u tocki ¢ € /. Tada je f
neprekidna u tocki c.

Obrat ne vrijedi!

Dokaz se moze naci u: Javor, Matematicka analiza 1, str.128.

Primjeri:
l. f:R—>R, f |x| - neprekidna funkcija.

Izra¢unajmo derivaciju u tocki x =0.

f(x)=|x|={ x, x20

-x, x<0
1'0)=?
£(0) = tim 202210 M,
x—0 X =0 x
y
y=1x]|
X
0

lim M =-1

x=0" x
= = fnema derivacijuu x =0, ali je neprekidnau x =0.

lim M =1

x=>0" X
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2. f:R—>R, f(x)= |sin x| - neprekidna funkcija.
Promatramo derivacije u nultockama funkcije: x =kx, ke Z.
Na primjer, izra¢unajmo derivaciju u to¢ki x =0.

1(0)="?
71(0) = tim f(0+x)- £(0) lim |sin x| —|sin 0| tim |sin x] s
x=0 x—=0 x=0 X =0 x

lim |Sin x| =—|lim Sinx =-1

x—0" X x—0  x , .
= |sin x| = f (O) ne postoji.

iy

Diferencijal funkcije

Neka je I < R otvoren interval, f: I — R funkcijai c € I . Pretpostavimo da postoji f ’(c),
tj. postoji
f’(c) = lim a7 = lim f(c—i—Ax)—f(c)‘

4x-0 Ax  4x—>0 Ax

To znaci da se za malo Ax kvocijent A_f malo razlikuje od f ’(c), pa mozemo pisati
X

A )+ elax) = Af=flc) Ax+e(Ax)-Ax & lim £(Ax)=0.
A X £ ovisi 0Ax A0

Dakle, ako postoji f '(c) promjena funkcije se moze zapisati kao Af = f '(c)- Ax+¢&-Ax.

y
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Obratno, ako se promjena funkcije fu tocki ¢ moze zapisati u obliku

Af=A-Ax+e-Ax & Ilime=0, Ae€R,

Ax—0

onda postoji derivacija funkcije fu tocki ci f'(c)= 4.

Slijedi:
Zamalo Ax jei 8(Ax) malo (funkcija i tangenta se malo razlikuju), pa mozemo A4 f
aproksimirati sa f° ’(c)- Ax .
Af = f'(c)- Ax+ &-Ax = f'(c)-Ax.
\ﬁr_J

zanemaru jemo

Definicija
Diferencijal funkcije fu tocki c je funkcija df definirana sa
df =f'(c) Ax.

Upotrijebimo li

dx=x"-Ax = Ax,

! : d !
= df=f'(c)dx, t. —fzf(c),
dx
= Af =df.

Primjer: 1zracunati priblizno +/38 pomocu diferencijala.

Upotrijebit cemo Af =d f .
f(e+4x)=f(c)= f'(c)dx,
f(e+4ax)= f'(c)dx+ f(c).

U nasem slucaju,
1

f(x)=+x, f'(x)zm

c=36 = f(c)=+36=6

/(€)=
Ax=2 = f(c+4x)=f(36+2)=f(38)="?

Zadaci:
1. IzraCunati priblizno sin50° pomocu diferencijala.

2. Izracunati diferencijal funkcije 1 (x) = %xz +2x-1.
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Pravila deriviranja

Teorem (Derivacija zbroja, razlike, produkta i kvocijenta)
Ako funkcije f1 g imaju derivacije u tocki x, onda vrijedi:

(1) (£ £8) (x)=/"(x) 2 ¢ (x):
@) (f-8) (x)=1"(x)-g(x)+g'(x)- £ (x);
(3) (Af) (x)=2-1"(x), AeR:

S o S(x)-g(x)-g'(x)-f(x) Da
@ (L] I, (940
Dokaz
Ad 2)
ol o)t LA s ) (e ) £ (5) ()

Ax—0 Ax Ax—>0 Ax

f(x+Ax)-g(x+Ax)—f() ()+f() (x+Ax) f(x)-g(x+Ax)

= [im =

Ax—0 Ax
- | FEE T, o) S BR300/ 1)

Sli¢no se provjeravaju ostali slucajevi. [

Teorem (Derivacija kompozicije funkcija)
Neka su funkcije f1 g takve da postoji funkcija # = f o g. Ako funkcija g ima derivaciju u

tocki x, a funkcija f'u tocki g(x), onda funkcija f o g ima derivaciju u tocki x i vrijedi

(fog) (x)=r"(g(x))-g'(x) - lancano pravilo.
Dokaz
N (x)zjiToh(x+Aj)z—h(x) _AliTof[g(xm);)x_f[g(x)]
_ lim Slg(r+ax)]-flg(x)] glr+ax)- g(x) _
A0 Ax g(x+Ax) g(x)
T f[gg(?: f‘;‘Eiﬁff)“” SO g () g ().

g(x+4x)—>g(x)

Specijalni slu¢aj kompozicije:

Akoje g=f",ondaje fof=id 4. (fof)(x)=s"(f(x))=x.
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Prema lan¢anom pravilu slijedi

(S
()

!

£) (3)=(x)
() r@=1 = ()=

Ovime je dokazan teorem koji slijedi:

Teorem (Derivacija inverzne funkcije)
Ako je f'strogo monotona i neprekidna funkcija na otvorenom intervalu / < R 1 ako fima u
to¢ki x € / derivaciju f'(x)+ 0, onda njena inverzna funkcija f ! ima derivaciju u to¢ki

y = f(x) ivrijedi
Ny ]
(f )(y)_f’(x)'m

Primjeri:

f(x =e -1 _ - -1y IR S
: y=ex©x=lny}:> /)=y (f )(y)_f'(x)_ex

f(x)=x e 5 o (Y (L1
* y:xz@x:ﬁ}:‘ F=dr = =5

Derivacije elementarnih funkcija

(1) Polinomi
f(x)=c = f'(x)=0,
f(x)=x", neN, f'(x)=?

= lim
Ax—0

= [im

Ax—0

n-3 9

Predavanja iz Matematike 1

[(x+Ax)—x][(x+Ax)H+(x+Ax)n72x+(x+Ax) X +..,+xn—1:|

Ax

[(x + Ax)ni1 + (x + Ax)ni2 X+ (x + Ax)ni3 X2 4 x" } =nx"".

!

n n—1 n—1 n=2 :
:>(anx +a, x +-~+alx+a0) =na,x"" +(n—1)a, x"7 +--+a, .

derivacija polinoma je polinom.
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(2) Racionalne funkcije

f(x) = M gdje su pig polinomi
q()
_2 (x) 4 (x) 4 (x) P (x) , tj. derivacija racionalne funkcije je racionalna funkcija.

f (x) - [q(x):lz

(3) Eksponencijalna funkcija
f(x):ax, O<a=#l1

x+Ax _ x x| Ax _ x X Ax_l
f’(x):lima Sy P " :lima (a )
Ax—0 Ax Ax—0 Ax Ax—0 Ax
/ 1
y:aﬁx_ljﬁxzm . ax.y N X
= Ina =lim—————=a"lnalim =
y—0 ln(y + l) y—0
Ax >0 & y—0 — —In(y+1)
Ina y
x . l x l x 1 X
=q lnalm’(z)l—:a lna—lza Ina ~=4a Ina,
y— . 2 ) 1
;ln(y+1) Vl/zi;%ln(y+1)y ln(ulllg%(y+1)y)
\—‘/——J

=e

(ax)’ =a'lna.

= Derivacija eksponencijalne funkcije eksponencijalna je funkcija.

(4) Logaritamska funkcija
f(x)=log,x, 0<a=#l
Logaritamska funkcija je inverzna eksponencijalnoj: y=a" < x=1log, y.

Prema pravilu za derivaciju inverzne funkcije, slijedi

(lOg y)’ = 1 = 1 = 1 = 1 , t_]
¢ N a‘lna ad%*’Ina yla
(a7)
(loga y)’ = ! .
vina

(5) Op¢a potencija
f(x)zxc, ceR = f(x)ze””
Prema pravilu za derivaciju kompozicije funkcija, slijedi

f'(x):ec’“ -c-lzxc -c-lzcx”’l, tj.
X X
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(6) Trigonometrijske funkcije

a) f(x) =sinx,

Predavanja iz Matematike 1

5 x+Ax+x | x+Ax—x
, ) Sin(x+Ax)—sinx ] cos sin 7
f (x) = lim = lim =
Ax—0 Ax Ax—0 Ax
. Ax
Ax Sln7
= [lim cos(x+—j~ =cosx-1=cosx, tj.
Ax—0 2 ﬂ
2
(Sin x), =cosXx.
b) f(x) =cosx,
(cos x)’ =—sinx.
sinx
c) f(x) =1gx = ,
cos x
, cosx-cosx—sinx-(—sinx 1 .
f (x) = 2 ( ) =— U
cos” x cos” x
' 1
(1gx) =——.
cos” x
d) f(x) =clgx = C?SX ,
sinx
ctgx =— .
( & ) sin’ x
Zadatak: 1zvesti derivacije funkcija cos i ctg.
(7) Ciklometrijske funkcije
Deriviraju se prema pravilu za derivaciju inverznih funkcija.
. . . T
a) f(y):arcsmy, X=arcsiny < y=Ssinx, xe(—z,gj,
1 1 1 1 .
f’(y) = = = = , tJ_
(sinx)’ cos x \/1 —sin® x \/1 -y’
RN 1
(arcsmy) = .
1-y°
b) f(y):arccosy, X =arccosy < y=cosX, xe(O,ﬂ),
' 1
(arccos y) =— .
1-y?
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T
C) f(y):arctgy, X=arctgy < y=1gx, xe(—;,zj,
1 1 1 1 1 .
fr(y): = = > > = = 5 ,tJ-
(tgx), 1 sin“x+cos”x l+tg’x 1+y
cos® x cos® x
(arctgy) = T

d) f(y):arcctgy, X=arcctgy <& y=cigx, xe(O,ﬁ),
1
1+y2'

(arcctgy)’ =-

Zadatak: 1zvesti derivacije funkcija arccos 1 arcctg.

(8) Hiperbolne funkcije

—X X

) f(x)=sh=9"C = f(x)=f ;e_ —chx = (shx) =chx.
b) f(x)=chx= ¢ —;e = f'(x)= ¢ e _ shx = (chx)’ = shx .
shx "N ch*x —sh*x 1 r 1
2 f(x) = thx = % =/ (x) - ch’x  ch’x - (thx) Cehix
chx N sh®x —ch’x B 1 ' 1
9 f(x) = cthr = % =/ (x) - sh®x  sh’x - (cthx) T osh’x

(9) Area funkcije
Deriviraju se direktno ili prema pravilu za derivaciju inverznih funkcija.

a) f(y):AI”Shy:ln(y+ [y2+1)’ X:Al"Shy P y:th,

£(y)= 1 Jpp—2y | 1 'y+\/y2+1: L
y+4/yt +1 24y +1 y+\/y2+1 \/yz—i-l \/y2+1’
1 1 1 1
f(3)=——= = -——
( (th) chx \/l+sh2x \/ler2
(Arshy),: !

b) f(y):Archy:ln(y+ y° —1),

(Archy)! =
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c) f(y):Arthy:In 1+y’
-y

1
-y

(Arthy)' =

5 -

—_

d) f(y)=Arcthy=ln ;i
1
y' -1

3

—

(Arcthy), =

Logaritamska derivacija

Predavanja iz Matematike 1

Neka je zadana je funkcija f(x)= g(x)h(x) i neka je g(x)>0. Trazimo f'(x).
Uz pretpostavku da je g(x) > 0 logaritmiramo zadanu funkciju:

~
—_
=
N—
0q
—
=
N—

f(x =x"/lIn
Inf(x)=x-Inx /'
/() 1

Zadaci:
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Derivacija implicitno zadane funkcije

Ponovimo:

Skup svih uredenih parova realnih brojeva koji zadovoljavaju jednadzbu oblika F (x, y) =0
odreduje neki podskup od R* (npr. kruZnica, elipsa,...), ali opéenito ne mora biti graf neke
funkcije.

Ako postoji funkcija f (x) takva da je F (x, f (x)) =0, kazemo da je funkcija f zadana
implicitno sa F(x,y)=0.

Derivaciju takve funkcije mozemo odrediti bez da eksplicitno odredujemo funkciju, tj.

Fx,y)=0} , F
= f X :__X,
y=flx) ) F,
Fy - F derivirano po x,
F, - Fderivirano poy.
Primjer:
1. F(x,y)=0
F(x,y)=x2+y2—1=0 = f'(x):_z_x:_ﬁ’
2y Y
A= )=
x2+y2—1=0 = 1-x
! X
fHx)==1-x" = f,(x)= 1— 2
- X

Derivacija parametarski zadanih funkcija

Ponovimo:
Neka su zadane realne funkcije

Za svaku vrijednost varijable (parametra) e/ dobivamo ureden par brojeva ((p(t), l//(t)) koji

predstavlja to¢ku u ravnini. Ako postoji ¢, ondaje r=¢' (x) i y=y(t)= w((p*1 (x)) .

Sada nije teSko odrediti derivaciju:
y=y(x)=y(e"(x) /
1

)= (e O )= O

=t 1

K0l
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Dakle, y'(x)= % = Z:Eg .
Omake:  ¢(0)=2=5(), v()=L=5() > v(x)= igg .
Teorem

Neka su x = (p(t) 1y= l//(l‘) derivabilne funkcije na intervalu / — R ineka je ac’l_go #0 nal
t

Tada vrijedi:

(1) funkcije x=¢(7) i y=w() za ¢ € definiraju funkciju y(x)= t//((p"1 (x)) ,i

(2) funkcija y(x)=y (@™ (x)) je derivabilna i vrijedi y'(x)= {0 tel.

*()

Primjeri:
1. Odrediti eksplicitni oblik funkcije koja je zadana parametarskim jednadzbama x =1-5¢ 1
y=—4+t.

-1
x=1+5t :t:xs N __4+x—1_£_2 N —f(x)—z—ﬂ
et Y 5 5 5 g 55
teR

2. Odrediti derivaciju y' (x) funkcije iz prethodnog primjera.

x=1+5t = () 1
x)=—.
y=—4+t Y 5

3. Odrediti derivaciju y'(x) funkcije koja je zadana parametarski sa

{x=200st )_ 2cost

= y'(x =—ctgt .

y =2sint —2sint

Druga derivacija parametarski zadane funkcije

" N d(dyy_d(y d(yydt yx—%y 1 _jx—-Xp .
= =0 — |= —]| = = | = |— = . — ti.
V() =07 (%) dx(dxj dx(;’cj(t) dt(fcjdx P A& (q)
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Primjeri:
o o . _ x=1+5¢
1. Odrediti drugu derivaciju y"(x) funkcije zadane parametarski sa 4 teR
y=—4+
x=1+5 = x(t)=5 = ¥(t)= ) 0.5-0-1
=y (x)= 53 =0

y=—4+t = y(t)=1 = j(t)=0

. ... .. . X =acost
2. Odrediti drugu derivaciju y"(x) funkcije zadane parametarski sa{ b sing te [O, 27:].
y=bsin
X=acost = )'c(t):—asint = )'c'(t):—acost
=
y=bsint = j/(t)zbcost = j}(t):—bsint
w y_ bsint-asint+acost-bcost  ab b
(x)_ . N3 T 33, 2 3.
(—asmt) a’ sin’ t a”sin’ t

Primjena prve derivacije
Od raznih primjena prve derivacije, na ovom ¢emo mjestu navesti sljedece:

a) JednadZba tangente i normale u tocki krivulje y = y(x) .

T, (x,.»,) - tocka grafa funkcije y = y(x)
y

Tangenta u tocki To: 7.y —y, = ¥'(x,)(x—x;)

Normala u to¢ki Top:  n...y—y, = —ﬁ(x—xo)
0

Primjer: Odrediti jednadzbu tangente i normale krivulje y = x* u to¢ki T, (1,—).
Tocka je na krivulji = T, (11)
y=x" = y'=2x = y'(xo):y'(l):2

Tangenta u tocki 7 (1,1): y—1=2(x-1),
t... y=2x-1.
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Normala u to¢ki 7 (1,1): y—1= —%(x -1),
n —lx+E
Ty

b) JednadZba tangente iz neke tocke izvan krivulje.
A(a,b) - to¢ka izvan grafa krivulje y = y(x)

y

Gs

A(a,b)
t

Odredimo jednadZbu tangente nekom nepoznatom tockom 7 (x,,y, ) krivulje, tako da

sadrzi tocku 4.
JednadZba tangente: . y=y,=y"(x)(x—x,)
Trazimo diraliSte tangente i krivulje:

Ala,b)et = b-y(x,)=y"(x,)(a-x,) = xo, 1. prva koordinata diralista.
Primjer: Odrediti jednadzbu tangente iz tocke A(2,0) na krivulju y = x°.
y=x"= y'=3x > y(x)=30k)

Tangenta tockom T, (x,, y(x, )): y=y(xy)=y"(x, Noxr —x,)
Tocka A(2,0) lezi na tangenti > 0-y(x,)=y

X, (x0 - 3) =0
Iz posljednje jednakosti odredimo diraliSta tangente 1 krivulje:
(xo)l =0 & (xo)z =3.

Tangenta tockom 7},(0,0): y—0=0(x—0) = y=0,
Tangenta tockom 7 (3,27) : y—=27= 27(x - 3) = y=27x-54.
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