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12. PRIMJENE DERIVACIJA

INTERVALI MONOTONOSTI

Podsjetimo se $to znaci da je funkcija monotona na nekom intervalu 7 = (a,b):
Nekaje f:1 - R, I=(a,b)cR.
Ako vrijedi
Vx,,x,€l, x<x,=f (xl) (x2 ,  fjestrogo rastuca funkcija;
Vx,x, el, x <x,= f(x)
Vx,x, el, x <x,= f(x)
Vx,x, el, x <x,= f(x)

f(x,)

f(x,),  fie rastuéa funkcija;

f ), fje strogo padajuca funkcija;
flx,)

(x2 ,  fje padajuca funkcija.

Za funkciju f'kazemo da je monotona ako je rastuca ili padajuca, odnosno strogo monotona
ako je strogo rastuca ili strogo padajuca funkcija.

Funkcija fje po dijelovima monotona ako se svaki konacni interval iz domene moze rastaviti
na kona¢no mnogo intervala na kojima je funkcija f monotona.

Teorem

Neka je funkcija f derivabilna na intervalu / = (a,b) ineka f' ima isti predznak za svaki
x € I . Tada je funkcija f monotona na intervalu /.

Dokaz
Neka su x;,x, € I . Lagrangeov teorem = postoji tocka c € (xl,xz) tako da vrijedi

Fe)= L0 ) )= ) e -x).

Xy =X
Iz (*) slijedi:
/20 & x1<x2(x2—x1>0) = f(xz)—f(xl)ZO = f(xl)Sf(xz),

tj. funkcija je rastuca.

S0 & x<x(6-x>0) = flxn)-fx)<0 = flx)> 1),
tj. funkcija je padajuca. [

Dakle, na intervalima gdje je prva derivacija pozitivha (negativna) funkcija je rastuca (padajuca).
y
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Primjer: Odrediti intervale monotonosti funkcije f(x)=x’ —6x* +11x—6.
fx)=x’-6x"+11x-6 = f'(x)=3x" —12x+11
V3

f'x)=0 = 3x*-12x+11=0 = % =25

Slijede intervali monotonosti:
£'(x)> 0 na intervalima (— 0, 2—+/3/ 3J& l2 ++/3/3, + oo), Sto su intervali rasta, a
f ’(x) <0 na intervalu l2 373,243/ 3J, Sto je interval pada funkcije.

EKSTREMNE VRIJEDNOSTI FUNKCIJE

U poglavlju 11 smo definirali pojam ekstrema (minimuma i maksimuma) funkcije. Sad ¢emo
se baviti njegovom egzistencijom.

Teorem (NuZan uvjet za ekstrem = Fermatov teorem)

Neka funkcija f:[a,b] — R ima ekstrem u tocki ¢ € (a,b) . Ako postoji f'(c), onda je
f'(c)=0.

Podsjetimo se napomena iznesenih uz Fermatov teorem:

Napomena 1
Fermatov teorem nam kazuje da ¢emo tocke ekstrema funkcije nalaziti medu rjeSenjima

jednadzbe f '(x) = 0, koja nazivamo stacionarnim ili kriticnim tockama.

Napomena 2
Pretpostavka ovog teorema jest da postoji derivacija u promatranoj tocki. Naime, funkcija

moze imati ekstrem u nekoj tocki a da u njoj nema derivaciju. Na primjer, funkcija f ( x) = |x

b

u tocki x = 0 ima minimum ali ne i derivaciju.

Osim toga, postoje slucajevi kad je derivacija jednaka nuli u nekoj tocki, a da u njoj nije
ekstrem funkcije. Na primjer, za funkciju f (x) =x° je (0,0) stacionarna tocka, ali ne 1 tocka

ekstrema. To znaci da uvjet f '(x) =0 nije dovoljan za postojanje ekstrema.
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Teorem (Dovoljan uvjet za ekstrem — pomocu prve derivacije)

Ako pri prijelazu kroz stacionarnu toc¢ku ¢ derivacija neprekidne funkcije f mijenja predznak,
onda je u tocki ¢ ekstrem funkcije, i to:

- utocki ¢ je maksimum ako se predznak derivacije mijenja sa plus na minus;

- utocki ¢ je minimum ako se predznak derivacije mijenja sa minus na plus.

Dokaz
Neka je x € O,, gdje je O. okolina tocke c.

Lagrangeov teorem = postoji tocka x, € O, tako da vrijedi

SO 4 )= fe)= £ (v ). *)

X—C

f'(x0)=

Pretpostavimo da derivacija, prolazom kroz tocku ¢, mijenja predznak s plusa na minus. Iz (*)
slijedi:

= f(x)-/)<0 = flx)< /(o).

x<c (x=c<0) & fx)>0
x>c (x=c>0) & f'x)<0

tj. u ¢ je maksimum.

Pretpostavimo da derivacija, prolazom kroz tocku ¢, mijenja predznak s minusa na plus. 1z (*)
slijedi:

fx)-fe)>0 = flx)> flc),

x<c (x=c<0) & ['(x)<0
x>c (x=c>0) & [(x)>0

tj. u ¢ je minimum. [

Primjer:
Skica funkcije y = sinx, njene prve i druge derivacije.

"

y=sinx, y' =cosx, V' =—sinx
Yy
1=< o : . o -
7 // e
7 / 3 *
0]~ RSN e ,OTT S
N 2 /\/,\ // 2 N
-1 ~e - ~ . -
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Teorem (Dovoljan uvjet za ekstrem — pomocu druge derivacije)

Ako u kriti¢noj tocki ¢ funkcija fima neprekidnu drugu derivaciju i vrijedi f "(c) # 0, onda
funkcija ima ekstrem u toj tocki, 1 to:

- utocki ¢ je maksimum ako je f"(c)<0;

- utocki ¢ je minimum ako je f"(c)>0.

Dokaz
Neka je x € O,, gdje je O. okolina tocke c, f'(c) =0.

Lagrangeov teorem = postoji tocka x, € O, tako da vrijedi

fx)-f(c)

X—C

S(xo)= A S)=se)= 1) (x=c). (*)

f "(c) >(0 = prva derivacija prolazi kroz tocku c rastuci:

y

/ f/

f'(c)=0

o) X
0 /c
Iz (*) slijedi:

x<c (x-c<0) & f'(x)<0
x>c (x=c>0) & f(x)>0

}:» - £)50 = 1> 1),

tj. u ¢ je minimum.
Analogno se dokazuje za maksimum. [

Teorem (Dovoljan uvjet za ekstrem — pomocu n-te derivacije)

Ako u kriti¢noj tocki ¢ funkcija fima neprekidnu derivaciju 2z — tog reda i vrijedi
f'le)=r"c)=-= f(Z"_l)(c) =0 i f(z”)(c) # 0, onda funkcija ima ekstrem u toj tocki, i to:
- utocki ¢ je maksimum ako je f(z")(c) <0;

- utocki ¢ je minimum ako je f(Z”)(c) >0.

Dokaz
Neka je x € O,, gdje je O. okolina totke ¢, f'(c)= f"(c)="--= f(z"_l)(c)

Taylorov teorem =

Il
=
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(x)= f(c)+("1;/°‘) f'(c)+% P+t (’“(;n—ﬁ)/” £ e s 0(c—c), 0<f<I

)= BT e e -

f (2”)(0) >0 = f (2n-1) je rastuca funkcija, tj. f (20-1) prolazi kroz toc¢ku c rastuci:

f(2 n-1)

Iz (**) shijedi:
x<c, (x=¢)<0, (x=¢)""' <0 & f(znl)(c+<9(x—c))<0}

x>c, (x=¢)>0, (x=c)""'>0 & fF¥V(c+0(x-c))>0
= S)-fle)>0 = f()>fle),

tj. u ¢ je minimum.
Analogno se dokazuje za maksimum. [

Primjeri:

1. Odrediti ekstreme funkcije f(x)=x’ —6x* +11x -6 koriste¢i drugu derivaciju.

fx)=x"-6x"+11x-6 = f'(x)=3x"—12x+11

fi(x)=0 = 3x*-12x+11=0 = x,=2+% 73 su kriti¢ne tocke za ekstrem

f"(x)=6x-12

f”(2—§j=—2\/§<0 =u x=2—?je maksimum i to fM[2_§j=¥’
—

f"(2+?]= 23>0 =u x=2+g je minimum i to fM[2+gJ=—¥.

2. U polukrugu radijusa » = 2 upisati jednakokracan trapez maksimalne povrsine tako da mu
je osnovica jednaka promjeru polukruga.
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2 2 2
E:r:2
2
2
r’ :v2+[£] = =4y
2 2
P@p4@+V4—vﬂ=2WHM4—W
V2
P(v)=2———++4-v> =0
() el
2
P'(v) S =+ J4-v* =0 = jedino pozitivno rijeSenje razli¢ito od
4-v

nule...v, -3 = P =

ax

J§4+2g4_3:3J§'

L'HOSPITALOVA PRAVILA

Guillame Frangois Antoine de 1’Hospital (1661-1704), francuski matematicar

L Hospitalova pravila se primjenjuju kod trazenja grani¢ne vrijednosti (limesa) funkcije.
Najjednostavnije izraCunavanje limesa je izraCunavanje limesa funkcije u tocki u kojoj je ona
neprekidna. Tada je
lim f(x)= f( lim x] = 1(x,).

XX,

X—>X, 0

Promatrat ¢emo slu¢ajeve kod kojih nije moguce direktno primijeniti teorem o limesu

produkta, kvocijenta, itd. Radi se o takozvanim neodredenim oblicima, kad kojih ne mozemo

ocijeniti da li grani¢na vrijednost postoji ili ne.

Naodredeni oblici su:

9, f, 0-00, 0—o0, 0%, 00’ 17.
0 o

Metode rjeSavanja spomenutih oblika koje se temelje na derivacijama zovu su L’Hospitalova

pravila.

Prvo pravilo ¢emo formulirati za slu¢aj odredivanja desnog limesa:
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Teorem (oblik %)

Neka su funkcije /1 g definirane na intervalu (a,b]. Neka je
lim f(x)= tim g(x)=0,
x—a x—a’

i neka na intervalu (a,b] postoje derivacije f '(x) i g’(x) # 0. Ako postoji

lim _f,(x) =4,
x—a* g (x)
onda postoji i limes kvocijenta M 1 vrijedi
g(x)
lim @z lim M=A.

x—a* g(x) x—a* g'(x)

Dokaz

U svrhu dokaza teorema definirajmo: f (a) = g(a) =0.

Sada prema pretpostavkama teorema i x — a* zakljuéujemo:

- funkcije f1 g su postale neprekidne u tocki x = a,

- postoje derivacije f’, g’ uintervalu (a,b], i vrijedi g'(x)#0.

Time su ispunjene pretpostavke poopéenog teorema srednje vrijednosti za svaki interval
[a,x] x €(a,b]. Dakle,

Cauchyjev teorem = postoji tocka c (a,x) tako da vrijedi

f(x)
g'(x)

Zbog a < ¢ < x, ako x tezi prema a, mora i ¢ teziti prema a. Kako po pretpostavci tezi

prema A, tj. ima limes slijedi

lim f(x) = lim f'(c)
B o)

= A, ¢ime je teorem dokazan. ['|

Napomene uz teorem:
- dozvoljeno je da 4 bude nepravi limes, tj. dabude 4 =00 ili 4 =—0,

- analogni teorem vrijedi za slucaj odredivanja lijevog limesa,

: o . g OO
- analogni teorem vrijedi za neodredeni oblik —,
o0

- D’Hospitalovo pravilo se ne primjenjuje na racunanje limesa nizova,
- I’Hospitalovo pravilo se moze primijeniti vise puta uzastopce ako su ispunjeni uvjeti
teorema.
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Primjeri:
.2 . .

. 2sin“ x+sinx—1 0 . 4dsinxcosx+cosx

1. lim 5 =|—|=lim — =-3.
x_,%2szn x—3sinx+1 \0 x_,%4sznxcosx—3c0sx

—sinx+x . —cosx+1 . sinx .ocosx 1

2. lim 3 = [im > = [lim = [im =—.

x—=0 x x—0 3x x—0 6x x—>0 6 6

Postupci koji se primjenjuju za ostale neodredene oblike

Oblik 0-00
lim f(x)=0 & limg(x)=0 = lim[f(x) g(x)]=0-c0.
Transformacijom f(x)- g(x)= / gx) = @, se oblik 0-o0 svodi na % iliZ.
o0
glx) /()
Oblik oo —o0
lim f(x)zoo & lim g(x)zoo = lim[f(x)—g(x)]:oo—oo.
b
Transformacijom f(x)-g(x)= i - 1 = gx) 1 /) ,

se oblikoo — o0 svodina 2 ili .
o0

Oblici 0°, °, 17
Pojavljuju se prilikom raunanja lim f(x)* (),
xX—a

Postupak je sljedeci:
y=f (<) fin
Iny=gx)inf(x) = y= s/ x)

Prelaskom na limes slijedi

limy = lim f(x)g(x) = [im 8 S(x) _ efmg(x)ln‘f(x),

xX—a X—a Xx—a
¢ime u eksponentu dobivamo neki od ve¢ razmatranih neodredenih oblika.

Primjeri:
1
1. limx* Inx=(0-00)= limm—x:(zj = lim X _ 1 lim x* =
x—0 x—0 L o0 x—0 _i 2 x>0
x? x’
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2 h-m( x _Lj:(oo_oo):hmm (9} ...... 1
-l x—-1 Inx x—1 (x—l)lnx 0 2
1
_(sinx\x (i
3. xling( . j —(1 )

1 .
sinx \x 1, sinx Lt
y= In = Inhy=—in = y=e* 7
X X X

sinx !

. ! 1 LY RS

) ) sinx \x . —In—-~- llm+x x

lim y = lim = lime* * =e°
x—0" x—0" X x—0"

/ Sinx
. n

1 sinx . X 0

lim —-In :(00-0): lim =[—|=-- =0
x>0 x X x=0" X 0

1

=

x—0" x—0"

X

KONKAVNOST, KONVEKSNOST | TOCKE INFLEKSIJE

Predavanja iz Matematike 1

lim y = lim(smxjx =’ =1.

U ovom smo poglavlju ve¢ odgovorili na pitanje koje je znacenje stalnosti predznaka prve
derivacije funkcije na nekom intervalu. Sad ¢emo se baviti zna¢enjem predznaka druge

derivacije. Za pretpostaviti je da ¢e se pojaviti neke analogije.

Definicija (konkavnost, konveksnost)

Za graf derivablne funkcije f(x) kaZemo da je konveksan (konkavan) u intervalu I =(a,b)

ako se on nalazi iznad (ispod) tangente u bilo kojoj tocki tog intervala.

Uvijeti konkavnosti 1 konveksnosti dani analiti¢ki
Jednadzba tangente krivulje s diraliStem u tocki T (c, f (c)) ,Tel:

y(x) - ordinata do tangente, f(x)- ordinata do krivulje,
y(x)=f(e)=1"(e)(x=e¢),
y(x)=s(e)+f"(e)(x=c).

Uvedimo funkciju g kao razliku ordinata do krivulje i do tangente:
g(x)=f(x)=y(x)= 7 (x)=[f(e)+ f'(c)(x=c) ]

Graf 7, je konveksan (iznad tangente) ako je ispunjeno

Graf 77, je konkavan (ispod tangente) ako je ispunjeno
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Teorem
Neka funkcija f: 1 >R, [ = (a,b) ima drugu derivaciju u svakoj tocki intervala .

Graf funkcije fje konveksan u intervalu I ako je f"(x)>0, Vx eI, odnosno

graf funkcije /je konkavan u intervalu I ako je f"(x)<0, Vxel.

Dokaz
Nekajecel.
Taylorova formula za funkciju fu tocki ¢ =

f(x):f(c)+(x;c)f’(c)+%f"(c+9(x—c)), 0<@<l.

1/
Uz ranije definirane funkcije y(x) i g(x), zapisujemo u obliku

F3)-[1 )+ =) ()] =5 x=c) (e +0(x=c)). 6

g(x):f(x)—y(x):E(x—c)2 f"(c+0(x—c)). (*)

Iz (*) slijedi:
- f"(x)>0 = g(x)=/f(x)-»(x)=0 = grafje konveksan u /,
f"(x)<0 = g(x)=/(x)-y(x)<0 = grafje konkavanu /. [J

Definicija (infleksija)
Tocka infleksije ili pregiba grafa funkcije fje tocka u kojoj graf mijenja konkavnost u
konveksnost (ili obratno).

Yy

konkavno

£7<0

£7>0

konveksno

Nakon definicije infleksije bavit ¢emo se njenom egzistencijom, kako smo to radili kod
ekstrema.

Teorem (NuZan uvjet za infleksiju)

Ako funkcija f: I — R ima neprekidnu drugu derivaciju u tocki ¢ € I 1 ako ima infleksiju u
toj tocki, onda je f"(c)=0.
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Dokaz
Pretpostavimo suprotno tvrdnji teorema, tj. neka je u tocki ¢ € I ispunjeno f "(c) =0.

Pretpostavimo kao prvodaje f"(¢)>0 = f"(x)>0, x€O,.
Iz (*) slijedi:
x<c, (x-¢)<0, (x—c)2 >0& f"(x)>0

) :>g(x)>0
X >c, (x—c)>0, (x—c) >0 & f"(x)>0

= funkcija je konveksna u okolini tocke c.

Dakle, prolazom kroz toc¢ku ¢ funkcija ne mijenja konkavnost-konveksnost, tj. x = ¢ nije
tocka infleksije, §to je suprotno pretpostavcei teorema. Analogno bi se dokazalosa f”(c) < 0.0

Napomena 1
Ovaj nam teorem kazuje da ¢emo tocke infleksije funkcije nalaziti medu rjeSenjima jednadzbe

f"(x) =0, koja nazivamo stacionarnim ili kriticnim tockama za infleksiju.

Napomena 2
Pretpostavka ovog teorema jest da postoji infleksija u promatranoj tocki. Naime, postoje

slucajevi kad je druga derivacija jednaka nuli u nekoj to€ki, a da to nije tocka infleksije. Na
primjer, za funkciju f (x)=x" je x =0 stacionarna to¢ka, ali ne i tocka infleksije. To znaci

da uvjet f"(x)=0 nije dovoljan za postojanje todaka infleksije.

Teorem (Dovoljan uvjet za infleksiju — pomoc¢u druge derivacije)

Ako pri prijelazu kroz kriti¢nu to¢ku ¢ druga derivacija funkcije f mijenja predznak, onda je
tocka c tocka infleksije.

Dokaz
Neka je x € O,, gdje je O. okolina tocke ci f"(c)=0.

Taylorova formula u tocki x = c:

f(x):f(c)+(x—c)f’(c)+%(x—c)2f"(c+6’(x—c)), 0<O<1.

Pretpostavimo da /" mijenja predznak sa minus na plus prolazom kroz tocku c.

Od ranije imamo definiranu funkciju

g(x) :f(x)—[f(c)+(x—c)f’(c)] :l(x—c)2 f"(c+¢9(x—c)). (*)

2
Iz (*) slijedi:
x<c,(x—c)<0, (x—c)2>0& f"(c+6?(x—c))<0 = g(x)<0,

tj. funkcija je konkavna.
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x>c, (x—c)>0, (x—c)2>0& f”(c+o9(x—c))>0 = g(x)>0,

tj. funkcija je konveksna.
Dakle, prolazom kroz tocku ¢ funkcija mijenja konkavnost-konveksnost, tj. ima infleksiju u
tocki c.
Analogno za slucaj da f" mijenja predznak sa plus na minus. [

Teorem (Dovoljan uvjet za infleksiju — pomoc¢u n-te derivacije)

Ako u kriti¢noj tocki ¢ funkcija fima neprekidnu derivaciju 2(n+1) — og reda i vrijedi
f"(c)=r"(c)=-= e (c)=0 i i (¢)# 0, onda graf funkcije fima infleksiju u c.

Dokaz
Neka je x € O,, gdje je O, okolina tocke ¢, f"(c)="--= e (c)=0.
Taylorov teorem =

F()= 7 (e)+ (x-e) () + )

2
(x—c)®
(2n)!

f"(c)+~-+—f(2") (c+6?(x—c)), 0<6O<1,

f(x)=f(c)+(x—c)f'(c)+ f(zn)(c+6’(x—c)).

Za funkciju g sada imamo

g(x) =/ (¥)=[f(e)+(x=e) f'(e)]=2= ==/ e+ O0(x=c)). (%)

Postoje dvije moguénosti:
e (c)>0= f () je rastuca funkcija, tj. /" prolazi kroz toku ¢ rastuéi. Slika!
Iz (*%) slijedi:
x<c(x—c)<0, (x—c)zn >0 & f (c+l9(x—c)) <0 = g(x)<0,
tj. funkcija je konkavna.
x>c(x-¢)>0, (x—c)zn >0 & & (c—i—H(x—c)) >0 = g(x)>0,
tj. funkcija je konveksna.

Dakle, prolazom kroz tocku c¢ graf funkcije prelazi s jedne na drugu stranu tangente, tj. ima
infleksiju u tocki c.

Za [ (¢) <0 se dokazuje analogno prethodnom slu¢aju. [

Primjeri:
1. Odrediti tocke infleksije funkcije f (x) = x? —6x” +11x—6 i intervale na kojima je ona
konkavna odnosno konveksna.
flx)=x'—6x" +11x-6 = f'(x)=3x" —12x+11 = f"(x)=6x-12
f"(x)=0= 6x-12=0 = x=2 je kriti¢na tocka za infleksiju
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fm"(x)=6 = f"(2)=6#0 = utotki (2, f(2)) funkcija ima infleksiju.
Intervali konkavnosti 1 konveksnosti:

f"(x) <0 naintervalu (—o,2) = funkcija je konkavna, a

f"(x)>0 naintervalu (2,00), = funkcija je konveksna.

2. Odrediti tocke infleksije funkcije f(x)=x".
f(x)=x" = f'(x)=5x"= f"(x)=20x"
f"(x)=0 = x=0 je kriti¢na tocka za infleksiju
’"(x) =60x> = f"(0)=0
fY(x)=120x = " (0)=0
f(x)=120 = f7(0)=120£0 = utocki (0, £(0)) funkcija ima infleksiju.

ASIMPTOTE

Definicija
Pravac y = ax+b zovemo asimptotom funkcije f (x) ako udaljenost tocke krivulje (grafa
1", ) od pravca teZi k nuli kad x teZi u beskonacnost.

Slika!

Razlikujemo:
- horizontalne asimptote,
- vertikalne asimptote 1
- kose asimptote.

Horizontalne asimptote

Pravac y =b zovemo horizontalnom asimptotom ako mu se graf funkcije priblizava kad
x = o (x > o) , tj. ako je
lim f(x)=b ili lim f(x)=

X—>—00

X—>00

Napomena
Racionalna funkcija ima horizontalnu asimptotu ako je stupanj polinoma u brojniku jednak ili

manji od stupnja polinoma u nazivniku.

Primjer:
1 B x> —2x% -1
. 23 +x+5
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X -2xt -1 1

I . : .
lim — =— = y=— je horizontalna asimptota.
o0 Dx” +x+5 2 2
y
1
1 v=5
0 1 B

Vertikalne asimptote

Pravac x = ¢ je vertikalna asimptota funkcije y = f (x) ako je limes te funkcije nepravi kad
x — ¢, bilo slijeva ili sdesna, tj. ako je
lim f(x) =to0 ili lim f(x) =700,

X—>C

x—c”

Napomena
Racionalna funkcija ima vertikalne asimptote u nultockama nazivnika, uz uvjet da to nisu

ujedno 1 nultocke brojnika.

Primjeri:

. y==, D(f)=R\{0}

lim—=0 = y=0 je horizontalna asimptota,

x =0 je nultocka polinoma u nazivniku i to neparnog reda,
1

lim — =+
x—=0" x
1

lim — = —o0
x—0" X

= x=0 je vertikalna asimptota.

2. y:xiz, D(f)=R\{0}

1 . : .
lim—=0 = y=0 jehorizontalna asimptota,
X—®© x

x = 0 je nultocka polinoma u nazivniku i to parnog reda,
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lim Lz:+oo

= x=0 jevertikalna asimptota.

Slika uz primjer 1 Slika uz primjer 2

Kose asimptote

Kose asimptote su oblika y = ax + b, pa je za njihovo odredivanje potrebno znati vrijednosti a
1 b. U tu svrhu oznac¢imo:

f (x) - ordinata po krivulji,

y(x) - ordinata po asimptoti.
Prema definiciji asimptote razlika f (x) - y(x) tezi prema nuli kad x teZi u beskonacnost, tj.
lim[f(x)—ax—b]=0.

—>0

Funkciju f x) mozemo tada prikazati u obliku

fx)=ax+b+alx) & lmal(x)=0,4.
fx)—ax—-b=alx) & lima(x)=0. (*)

Odredimo a:
Podijelimo li (*) s x, dobivamo

lim[m—a—é}: ziml-a(x)zo = aztin?®)

X—>0 X X x>0 X x—w© X

Odredimo b:
lima(x)=0 = lim[f(x)-ax-b]=0 = b= lim[f(x)-ax].
Zaklju¢imo:

Ako funkcija ima kosu asimptotu y =ax+b, onda je a = lim M 1b=1lim [f(x)— ax].

X0 X X0
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Primjer:
2x” +5x% +3x+2

: D(f)=R

3. Nadi asimptote funkcije y = 5
x“+1

Horizontalnu asimptotu nema jer je stupanj polinoma u brojniku veci od stupnja polinoma
u nazivniku.

Vertikalne asimptote nema jer polinom u nazivniku nema realnih nultocaka.

Kosa asimptota:

a:lim@:--zz & b=lim[f(x)-2x]=--=5 = y=2x+5.
x—wo X X—>00
Yy
y=£f (x)
y=2x+5
/
0 1 *

CRTANJE GRAFA FUNKCIJE

3

. Tspitati funkeiju f(x)=">

= 1 nacrtati njen graf.

a) Domena: D=R\ {0}

b) Parnost, neparnost:  f(x)# f(—x) = funkcija nije parna,

f(=x)#—-f(x) = funkcija nije neparna.

¢) Nul tocke: y=0 = x¥*-4=0, x*=4, x=34
Presjeci s osi y: X

146



Geodetski fakultet, dr. sc. J. Beban-Brki¢ Predavanja iz Matematike 1

d) Ekstremi:
. 3x?.-x? —2)6()63 —4)_x3 + 8x

y = x* x’
xax:r8=0:>x3=—8:>x:3\/3:>x=—2’ f(=2)=-3
X | —© -2 0 —”
y P 4 1\|4 ~a IP -
y + ] ’

P - prekid funkcije
m - minimum finkcije
M - maksimum funkcije = M(-2,-3)

e) Infleksija:

y'= (1 +8x7 ) =-24x"" = —2—f =0 = nema to¢aka infleksije
X
f) Asimptote:
. 4
Y SV 2 : .
lim % = lim Y —_o = Vertikalna asimptota: x=0
x=0"  x /o x x—0* 1
| 4
3 _ T3
LG . = lim—X—1=k,
X—>00 x X—>00 x X—>00
) C(x* -4 . —4 ) )
,{Tfo[(f(x)_kx)]: ){Ti = -X|= ){Tix—z =0=/ = Kosaasimptota: y=x
g) Graf:
y
y=X
I's
X
-2 o 1
-3
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2. Ispitati funkciju f (x) =x- 6ln(1 - lj 1 nacrtati njen graf.
X

a) Domena: (1 —lj >0, x#0

X
x—1>0 x—-1<0
x>0 x<0
— >1 <1
1o = " i = D =(-0,0)U(1,+)
X x>0 x<0
x>1 x<0

b) Parnost i neparnost:
Funkcija nije ni parna ni neparna (domena nije simetri¢na s obzirom na ishodiste).

1 : o o
¢) Nul tocke: y=0= % = ln(l - —j = jednadzba nema realnih rjeSenja, tj.
X

nema tocaka presjeka s x osi
Presjeci s osi y: x=0, 0¢gD = nema tocaka presjeka s y osi

d) Ekstremi:

! =0 Z_x-6=0 =-2, =3
f'(x) (=1 (1) = X -Xx = X X,
X | —© -2 0 1 3 —00
I I
y ol M A P A m -7
y' + - - +

flx,)=f(=2)==2-6 ln(%) =-4.43279 = M(-2,—4.43279)
flx,)=rB)=3 —61n(§j =5.43279 = m(3,5.43279)
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e) Infleksija:
()= (2x—1(x—1)— (2x—1)* —x—6) _(2x—1)x* —x)—(2x~1)a* —x—6)

x(x-1) x*(x-1)
f,,(x):(Zx—l)(x2 —x-x’ +x+6): 6(2x —1) _0
xz(x—l)2 )cz()c—l)2
2x-1=0 = x:%, %gD = nema tocaka infleksije

f) Asimptote:

lim (x—6ln(1—ljj=0—oo=—oo
x—0" X

. 1 0
lzm(x—6ln(l——D:[1—6lnTj=l—(— oo)=+oo
x—>1" X

Vertikalne asimptote: x=0, x=1

k =lim :(MJ = lim l—ﬂx;IJ = lim[l—l-6ln[l—lD =1=k

X—>0 x X—>0 x

1= 1lim(f(x)—kx)= lim[x—6ln(1—lj—xJ 0=/

X—>0 X—>00 x
Kosa asimptota: y=Xx
g) Graf:
Y
r
x=0
y=X
X
-2 13
x=1
0J
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3. Analizirati funkciju f (x) =3/x’ —x* —x+1 iskicirati njen graf.

a) Domena: D=R
b) Nul tocke: y=0= x3—x2—x+1:(x—1)(x2—1):0:> x==1
Presjeci s osi y: x=0= y=1

c) Parnost, neparnost:  Funkcija nije parna ni neparna.

d) Ekstremi:

f'(x)= ;(x —Xx —x+l) (3x —2x— 1) _ - =0

3’ -2x-1=0 = xlz—l & x,=1
3

x'—x*—x+1=0 = x=+1 = tangenta paralelnasosiy

e) Asimptote

sz 1/ —lz 1———% %zlzk
X—>Fo0 x%‘*—oo r»+oo X X X

lim (f(x)~ k-x)= lim (x/—l)

xX—>*o x—>*oo

2
((\3/x3—x2—x+1) +x\3/x3—x2—x+1+x2j
= [lim (,3/x3_x2_x+]—x) > =...:_%:l
((\3/x3—x2—x+1) +x\3/x3—x2—x+1+x2j

. 1
Kosa asimptota: y=x——

3
Nema horizontalne asimptote: lim f(x)=o0

x—too
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f)

QGraf:

0

4. Naci domenu, presjeke s koordinatnim osima, ekstreme, asimptote i skicirati graf funkcije
1

y — ex2 +4x+3

a)

b)

d)

Domena: x* +4x+3#0

x*+4x+3=0 = x,=-1,x,=-3 = D=R\{-1,-3}
Parnost, neparnost:
Funkcija nije parna ni neparna (domena nije simetricna prema ishodistu).
Nul tocke: e* #0,Vx = nema nul tocaka

1 1
Presjecisosiy:x=0=>y=¢e* = [0,63]

Ekstremi:
1
f(x) = —ex +4x 2x—+42 =0 = -2x=4 = x=-2
2
(x +4x+ 3)
X | -00 -3 -2 -1 +00

y| - P .* M ~ P ™a

yl + _l’_ - -
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e) Asimptote:

1 1 . 1

lim lim ————
. 2 +(—x)o
lim ex2+4x+3 =ex~>(fl) X7 +4x+3 = e (=x)* —4x+3 :e+oo = 400
x—)(—l)Jr
1 , I
lim —— lim
lim ev 4 — ()= (V403 _ oirdioaxe3 _ o 1 -0
x—>(-1)" eoo
1 lim %
lim er+43 = g (Wf-4xs3 _ =0 _
x—>(-3)*
1 lim ——
llm ex2+4x+3 — exﬁ(3)+(x) —4x+3 — e+°° = 400
x—>(-3)"
1
llm ex2+4x+3 :eo :1
x> o
Vertikalne asimptote: x=-1, x=-3
Horizontalna asimptota: y=1
f) Graf:
y
I'e
y=1
\'\ L S X
-2 0 1
x=-3 x=-1
]

5. Odrediti domenu, presjeke s koordinatnim osima, ekstreme, asimptote i skicirati graf
2

x'—x
funkcije y=——
ey 4x-3
a) Domena: 4x-320 & —x+x>2>0
x;t% x(—1+x)20

xe <— oo,O] v [1, oo>
= D=R\(0])
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b) Parnost, neparnost:  Funkcija nije ni parna ni neparna.

—x+x°=0 = x,=0, x, =1

¢) Nul tocke: y=0
x=0 y=0

=
Presjeci s osi y: =

d) Ekstremi:

—1+2x Ao —x+x°

3
f'(x)= - , f'(x)=0 = x==
2(=3+4xN-x+x? (-3+4x) 2

X | -00 0 1 3/2 +wo

[
y| -7V | P| M ~a

y' + + -

= maksimum M (%—

e) Asimptote:

= i
lim NY X lim al

= [lim = il

s dx—3 e 4x—3  wor  4x—3/:x 4
. ) 1 1
Horizontalne asimptote: y = O

lim @ =0 = Nema kose asimptote.
x—>to0 X
f) Graf
Yy
/
1
=7 .
» l 2 > X
1
="
N

153



Geodetski fakultet, dr. sc. J. Beban-Brki¢ Predavanja iz Matematike 1

1

6. Ispitati funkciju f (x) = (x —%je* i nacrtati njen graf.

a) Domena: D=R\ {0}
b) Parnost, neparnost:  f (x) = f (— x) = funkcija nije parna

f (— x) #z—f (x) = funkcija nije neparna
c) Nul tocke: y=0= x=

Presjeci s osi y: x=0=0¢

d) Ekstremi:

Jednadzba f'(x)=0 nema realnih rjeSenja, tj. funkcija nema lokalnih ekstrema.

f ’(x) >0 = funkcija raste na cijeloj domeni.

e) Infleksija:

Jednadzba f ”(x) =0 nema realnih rjeSenja, tj. funkcija nema toc¢aka infleksije.

f) Asimptote:

1 1
lim [x - —jex =0
x—0" 2

1 1
lim (x - —je" =—w
x—0" 2

=  Vertikalna asimptota sdesna: x=0

)

X=—7 i

limf(x):lim 2 e*=1=k . 1
oo X oo x = Kosa asimptota: y=x+5
Zim[f(x)—kx]:%:l
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g) Qraf:

x=0
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