Praktikum Matematika III Priredio Damjan Jovici¢

Definicije, teoremi, formule

1 - REDOVI
1.1: Redovi brojeva

1.1.1. Definicija: Red je uredena dvojka nizova ((a,),_y(s, )ne v)» pri emu je.

(an )nE y— iz ¢lanova reda
(s, )nE y— Niz parcijalnih suma reda
n
Pritomeje s, =a,+a, +a,+...+a, = Zak n-ta parcijalna suma.
k=1
1.1.2. Definicija: Red konvergira ako postoji s = lims, . Inace red divergira.

n—0

0
U sluc¢aju konvergencije piSemo s = Zan ( ¢itamo “s je suma reda”).

n=l1

Nuzan uvjet konvergencije

Ako red Zan konvergira, onda lima, =0.

n—»o
n=1

Nije li taj uvjet ispunjen, red je divergentan.

Vazno je rec¢i da obrat ne vrijedi tj. ako je limes n-tog ¢lana jednak nuli, red moze, ali ne
mora konvergirati.

Nuzan i dovoljan uvjet konvergencije
(Cauchyev opé¢i kriterij konvergencije)

0
Red Z a, konvergira onda i samo onda ako

n=1
).

Drugim rje¢ima :Red konvergira onda i samo onda ako postoji ¢lan reda poslije kojega se
suma svakog broja uzetih ¢lanova reda moZze uciniti po volji malena.

(HnoeN)(VpeN)(‘v’neN)(n>no—> +a,,+...t+a

n+3 sl n+p*

a +a

n+l n+2
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Redovi s pozitivnim ¢lanovima

0 o0
1.1.3. Teorem o usporedivanju :Neka su z a, 1 z b, redovi s pozitivnim ¢lanovima i

n=1 n=1

neka postoji ¢ > O takavdajea, < c¢b, ,n € N.Tada vrijedi

n

1) Konvergencija reda an povlaci konvergenciju reda Zan 1 z a, < CZ b, ;

n=1 n=1 n=1 n=1

2) Divergencija reda Zan povlaci divergenciju reda an

n=1 n=1

U prakti¢noj upotrebi koristi se modificirana formulacija: Ako su z a, i Z b, redovi
n=1

n=1 =

sa strogo pozitivnim ¢lanovima i ako lim Z” =/ & 0</<+o0 ,onda oba reda istodobno
konergiraju ili istodobno divergiraju.
D’Alembertov kriterij
I <1 red konvergira
.. a
Ako lim—L=4/=1  neodluceno
n—>0 an

[ >1 reddivergira

Cauchyev kriterij
[ <1 red konvergira

Ako lim% =<l=1  neodluceno
[ >1 reddivergira

Cauchyev integralni kriterij
Nekajeza x > 1 funkcija f(x) neprekidna, pozitivna i nerastu¢a. Tada

red brojeva Z f(n) konvergira , ako integral I f(x)dx konvergira , odnosno divergira,

n=1 1

ako integral divergira.

Alternirajudi redovi

Red Z(—l)” a, konvergira ako je :

n=1

1) a,;1 <a, zasveili poCevsi od nekogn ; 2) lima, =0.

n—>0
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Drugim rjecima red konvergira ako apsolutne vrijednosti njegovih ¢lanova ¢ine monotono
padajuci nulniz.

Apsolutno konvergentni redovi

n=1

o0 0
Ako red Z|an| divergira , a red Zan konvergira, kazemo da red uvjetno konvergira.

n=l1 n=l1

1.2. Redovi funkcija i potencija

1.2.1. Red funkcija i f,(x) = filx) + f,(x) + .. + f,(x) + ... zarazliCite

n=1

vrijednosti od x prelazi u razliite redove brojeva koji mogu konvergirati ili divergirati.

1.2.2. : Redove oblika chx” 1 ch (x—x,)" zovemo redovima potencija
n=0

(Vl)
Red f(x)= f(x0)+zf - %)

(x—x,)" se zove Taylorov red ,

ared f(x)= f(0)+zf ")

x" se zove Maclaurinov red funkcije f(x).

Taylorov i Maclaurinov red su specijalni slucajevi redova funkcija.

Redovi potencija imaju ova dva vazna svojstva :

0
e Red chx” .mozemo derivirati ¢lan po ¢lan .
n=0

o0 0
Dobiveni red Z:ncnx”’1 i polazni red chx” imaju isti radijus konvergencije.
n=0 n=0

e Red chx” mozemo integrirati ¢lan po ¢lan .
n=0

n+l

Dobiveni red Z c,

" 1 polazni red ZCnx" imaju isti radijus konvergencije.
n+ n=0

Redovi :

2n-1
x3 .XS 7 X n

Sinx=x——+———+.,,+(_1)n+1—+
3 5 7! (2n—-1)!
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2 4 6 2
X X X net X

cosx =1 - — + — - — + ..+ (D" — + ..
2! 4l 6! 2n!

Prelazi jedan u drugi deriviranjem odnosno integriranjem.

Analogno vrijedi i za redove :

arctx—x—x—3+x—5—x—7+ (—1)”“£+i
g 3 5 - 5, 1t
! - =1 - x +x' = x4+ (D) 4
1 + x

0
Radijus konvergencije reda potencija chx” racunamo pomoc¢u Cauchyevog ili

n=0
D’ Alembertova kriterija tj.
R= ! ili R=lim— , respektivno
Z. . n—ow cn ’ '
nll?gg 2 c, +1

1.3. Fourierovi redovi:

1.3.1.Definicija: Periodi¢nu funkciju f(x) s periodom 27 , razviti u Fourierov red na
intervalu [~ 7, z] zna¢i prikazati je u obliku

b, koeficijenti .

no

f(x) = %’ + Z (a, cos nx + b, sin nx), gdje su a,,a

Koeficijenti se racunaju po formulama :

n=1

T
a, :% jf(x)cosnxdx , n=0123...

T

b, 1 [feosinmxax , n=123...
7Z——7r

Ako je funkcija f(x) parna na intervalu [— 72',72'] onda je :

Ako je funkcija f(x) neparna na intervalu [— 77,7[] onda je :
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a =0 , n = 012,3....

n

T
b, = zjf(x)sinnxdx , n=123...
7o

Fourierov red funkcije f(x) na intervalu [— [l ]

S0 =213 (q, cos@ +b sin @)
n=l1

]
a, = %J‘f(x) cos?dx , n=0,123....
-1

l
b, :%jf(x)sin?dx . n=123...
-1

1) Razvoj u red kosinusa
Razviti funkciju f(x)na intervalu <0, ) > u red kosinusa znaci razviti u Fouerierov

red parnu funkciju s periodom 2/, koja se na intervalu <0,l > podudarasa f(x).

2) Razvoj u red sinusa
Razviti funkciju f(x) na intervalu <0, / > u red sinusa znaci razviti u Fourierov red

neparnu funkciju s periodom 2/, koja se na <O,l > podudara sa funkcijom f(x).

3) Razvoj neperiodi¢ne funkcije u Fourierov red

Neka je zadana funkcija f(x) na proizvoljnom intervalu <a,b>
Pod razvojem u Fourierov red na tom intervalu podrazumijeva se razvoj u Fourierov
red periodi¢ne funkcije s periodom 2/ = b — a , koja se na intervalu <a,b>

podudara sa zadanom funkcijom f(x).
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2 - DIFERENCIJALNE JEDNADZBE

2.0.1. Definicija: Jednadzba oblika F(x,y,y",y",...., " ) = 0 zove se diferencijalna
jednadzba n-tog reda.
2.0.2. Definicija: Svaka funkcija y = ¢(x) za koju vrijedi

F(x,0(x),0'(x),8"(x),....,6" (x)) = 0 zove se rjedenje diferencijalne jednadzbe.

Opce rjeSenje diferencijalne jednadzbe sadrzi n-konstanti
1ima oblik y = f(x,C,,C,,...C,) .Konstante se odreduju iz pocetnog uvjeta :
n

y(xy) = ¥, . V(X)) = ) y'(x) = v ) y(n)(xo) = ¥ U
1z sustava :
Yo = f(XO,Cl,CZ,...,Cn)

y(') = f'(xO’Cl’CZ""’Cn)
my = f(")(x c.c,,..,C)
Yy o 0o 1Ly

2.1. Diferencijalne jednadzbe prvog reda

2.1.1. Definicija: Jednadzba oblika F(x, y,y") =0 zove se diferencijalna jednadzba prvog
reda.

2.1.2. Definicija: Svaka funkcija y = ¢(x) za koju vrijedi F(x,d(x),¢'(x)) =0 zove se

rjeSenje diferencijalne jednadzbe.
Opce rjesenje diferencijalne jednadzbe sadrzi jednu konstantu .

iima oblik y = f(x,C, ). Konstanta se odreduje iz poGetnog uvjeta: y(x,) =y,
U geometrijskom smislu to znaci da opce rjeSenje prolazi tockom (x,,y,) .

Neke od jednadzbi prvog reda :

e Separirana:
Ako se jednadzba moze zapisati u obliku ' = f(x)g(y) zovemo je jednadzba sa
dy  dx

gy) f(x)

separiranim varijablama. Zapisuje se kao 1 integrira se izravno.

e Homogena

Ako se jednadzba moze zapisati u obliku y' = f (X) zovemo je homogenom .RjeSavamo je
X

!

uvodenjem nove funkcije u = RANEN Y= u + xu'i
X
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dobivamo jednadzbu sa separiranim varijablama, tj. u' = f(u)—u <> 2 = I (d)u i
X u)—u

integrira se izravno.

e Linearna
Ako se jednadZba moze zapisati u jednom od oblika y'+ P(x)y = Q(x) odnosno

x"+ P(y)x = Q(y) zovemo je linearnom diferencijalnom jednadzbom. RjeSava se u dva

koraka.
U prvom koraku se rjesava homogena jednadzba
P(x)dx

'+ Px)y =0 -5 y = Ce_I
U drugom koraku se varijacijom kontante odreduje opce rjeSenje nehomogene jednadzbe u

obliku y=C (x)e_I Fo , a funkcija C(x) se odreduje iz uvjetada y i y' zadovoljavaju
nehomogenu jednadzbu.

Konac¢no: Opce rjesenje linearne jednadzbe je y = e_j Fend Uel Fd O(x)dx + C} .

e Bernoullijeva
Jednadzba oblika y'+ P(x)y=0(x)y" zove se Bernoullijeva , a supstitucijom

— 4 Pz = O()

1-n

z =y " svodi se na linearnu jednadzbu oblika

e Egzaktna
. . ..0oP 00 .
Ako je za jednadzbu P(x,y )dx + Q(x,y )dy = 0 ispunjen uvjet e = Fw jednadzba
3% X

se zove egzaktna.
Opce rjesenje je funkcija U('x,y ) = C, koja se moZe racunati po formuli

Ux, y) = _[ P(x, y,)dx + j Q(x, y)dy .gdje su x, ,y, pogodno odabrane konstante.

Xo Yo

e Clairaut-ova
Jednadzba oblika y=xy"+y/(y'), gdje je w diferencijabilna funkcija. RjeSavamo je
diferenciranjem. Opce rjeSenje y = Cx + w(C) geometrijski predstavlja familiju pravaca.
Singularno rjeSenje se dobiva eliminacijom parametra p iz sustava
{x = —v'(p

y = xp+y(p)

2.2. Diferencijalne jednadzbe drugog reda

2.2.1. Definicija Jednadzba oblika F(x,y,y',y") =0 zove se diferencijalna jednadzba
drugog reda.
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2.2.2. Definicija : Svaka funkcija y = ¢(x) za koju vrijedi F(x,d(x),¢'(x),4"(x)) =0 zove
se rjeSenje diferencijalne jednadzbe.

Opce rjesenje diferencijalne jednadzbe drugog reda sadrzi dvije konstante
1ima oblik y = f(x,C,,C,) . Konstante se odreduju iz pocetnog uvijeta :

V(x) =y, » V' (xg)=», 4.lzsustava:
{yo = f(x,C,C))
y(') f'(XO’Cl’CZ)

2.3. Diferencijalne jednadzbe drugog reda s konstantnim koeficijentima

Jednadzba drugog reda a(x)y" +b(x)y"+c(x)y = g(x), moze se uz a(x) # 0 zapisatiu
obliku y"+ p(x)y"+ q(x)y = f(x) . Ako su funkcije p(x)= p i q(x) = q konstantne
imamo diferencijalnu jednadzbu s konstantnim koeficijentima:

Vi+py'+ay=f(x)

Rjesenje provodimo u dva koraka:

U prvom koraku rjeSavamo pripadnu homogenu jednadzbu ( f(x) = 0)

Y+ py'+qy=0

Odredimo njezino opce rjesenje. Ono se dobije kao linearna kombinacija dvaju linearno
nezavisnih rjesSenja. i imat ¢e oblik y,, = C,y, + C,y,. Za rjeSavanje homogene
diferencijalne jednadzbe drugog reda s konstantnim koeficijentima pretpostavlja se da

trazena funkcija ima oblik y = €. UvrStavanjem u jednadzbu dobivamo
tzv.karakteristi¢nu jednadzbu

n#rn - y=e" &y, ="
PP+pr+q=0—>1 n=r=r - yy=e" &y, =xe"

n :Z:a—iﬁ’ - y,=e“cosfx &y, =e”sin fx

U drugom koraku odredujemo posebno rjeSenje nehomogene jednadzbe.
Ono se trazi u obliku y, =C,(x)y, + C,(x)y,, gdje su y,,y, dva linearno nezavisna

rjeSenja homogene jednadzbe, a funkcije C,(x) i C,(x) odredujemo iz sustava
{C{yl +Ciy, = 0
Cyi +Cyy = f(x)
Sustav ima uvijek rjeSenje jer mu je determinanta determinanta Wronskog i
Vi s

i '
1 2

W(x)= #0 ,jersu y,,y, linearno nezavisna rjeSenja homogenog sustava.

Rjesavanjem sustava te integriranjem rjeSenja dobivamo trazene funkcije C,(x) i C,(x)

Ci(x) = fi(x) + D, i C,(x) = f,(x) + D,
Uvrstimo dobivene vrijednostiu y, = C,(x)y, + C,(x)y, dobivamo
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opce rjesenje nechomogene jednadzbe oblika

y=Dy,+D,y, + [,(X)y, + [, (x)y,.
Dakle, opce rjeSenje po strukturi je oblika

y=yg+ypt.

Opce rjesSenje je suma opceg rjeSenja homogene 1 jednog posebnog rjeSenja nehomogene
jednadzbe.

Ako bismo pogodili posebno rjeSenje nehomogene jednadzbe , a to je u nekim sluc¢ajevima

moguce , tada je dovoljno odrediti opée rjeSenje homogene.

Tabela daje pregled tih slucajeva:
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TABELA ZA ODREPIVANJE PARTIKULARNOG RJESENJA
NEHOMOGENE LINEARNE DIF.JEDNADZBE

Funkcija smetnje Karakteristicna Oblik partikularnog rjesenja
jednadzba n=7,
f(x) o(A)=
A+ p A +.p, =0

P (x), @(0)#0 0,(x)
P — polinom

P 0,(0)=0; |

stpurja m [ — kratnost nule x'Q,(x)

o(a)#0
e“P (x); e”0,(x)
aER,
. =0,

P — polinom i(a)=0, -

n P | — kratnost o x'e™Q,(x)

stupnja m

p(Bi)#0
P (x)cos px u,(x)cos fx+v (x)sin fx
+ Q. (x)sin fx o (B1)=0;

[ — kratnost Bi xl[us(x)cos P +v (x)sin ﬂx]

p(a+ pi)=0
[P.(x)cos e"“[us(x)cos,b’x+vs(x)sin,b’x]
¢ + Q. (x)sin px

p(a+pi)=0;

| —kratnost o+ i

x"e“[u_(x)cos fx+v (x)sin fx]

Legenda:

s = max(m,n);

n=3 & @(1)=A +p A +p,A+p,=0 & [=najvise 3

Polinomi u (x); v,(x) - polinomi s neodredenim koeficijentima, koji se odreduju

iz uvjeta da 77 zadovoljava danu jednadZzbu.

10
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2.4. Sustavi linearnih diferencijalnih jednadzbi

Ovdje ¢emo promatrati sustave linearnih diferencijalnih jednadzbi s konstantnim
koeficijentima

dx

— = ax +by +f(t

I y +f()
i = cx +dy +g(t)
dt

gdjesu a, b, ¢, d-konstante,a x = x(¢) i y = y(t) - traZene funkcije.
Ako su funkcije f(¢) i g(¢) jednake nuli, sustav zovemo homogeni sustav. Inace radi se

o nehomogenom sustavu.
Sustav mozemo rjesavati na vise nacina, a ovdje ¢emo se ograniciti na dva

a) metoda eliminacije
b) matri¢na metoda

Opisimo ukratko obje metode:
a) metoda eliminacije

Metoda eliminacije sustav svodi na jednu jednadZzbu, ovdje, drugog reda s konstantnim
koeficijentima.
Ako iz prve jednadzbe izrazimo trazenu funkciju y=y(t) dobivamo :
L I J- e S )

b dt dt

dt b (dt2

Uvrstimo y i % u drugu jednadzbu sljedi :

%(‘;x — 4 % ~ S = ex %(% ~ax — f() + ().

Dobili smo diferencijalnu jednadzbu drugog reda s konstantnim koeficijentima za trazenu
funkciju x=x(t). Imamo, dakle :

1 d’x 1 dx ad 1 , B
ST @ S (xS0 ) - g(0) = 0
ili

d’x

o +pj);+qx:r(t)
gdiesu:p = —(a + d), g = ad — be, r(t) = bg(t) — df(t) + f'(v).

2

1 + p?); + gx = r(¢) dobivamo opce rjesenje.

Dakle traZena je funkcije x = x(¢,C,,C,).

Rijesimo li jednadzbu

11
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Da bismo odredili drugu trazenu funkciju y=y(¢) deriviramo opce rjesenje x = x(¢,C,,C,)1
uvrstimo u jednadzbu y = %(% —ax— f(t)).1zlazi y = y(¢,C,,C),).

Prema tome dobili smo opée rjesSenje polaznog sustava
{x = x(¢,C,,C,)
y = y(tC,G)

2.4.1.Primjer:
dy

_ M)
Rijesiti sustav z’zc
E = - 4y + z (2)

Trazene funkcije su y = y(x) i z = z(x)

2
Iz prve jednadzbe je z=y—%—)§=%—j f
X x dx dx

Uvrstimo z i % u drugu jednadZbu dobivamo diferencijalnu jednadzbu za trazenu
X

2

d y_2ﬂ

funkciju y = y(x) tj. —
X

-3y =0, ¢ije je opCe rjeSenje je oblika
y(x)=Ce ™ +C,e™.

Iz prve jednakosti sljedi z =y — % . Uvrstimo u posljednju jednakost
X

y(x) i y'(x)dobivamo :

z(x)=Ce " +C,e™ +Cie™ =3C,e”" =2C,e" —2C,e’".

Dakle, za proizvoljne konstante C, i C, sustav jednadzbi
y = Ce +Ce™

{z = 2Ce ™" -2C,e*

je opce rjesenje polaznog sustava.

Rjesenje Cauchyjevog problema u ovom sluc¢aju svodi se na rjeSavanje sustava
y, = Ce™ + Ce™®
zy, = 2Ce ™ — 2C,e’™

—X 3x,
: e 11 er
Determinanta sustava A =| | = 2% = —4e”™ razlicita je od nule za
20 —2e I -1
svaku vrijednost x,. Prema tome za bilo koje vrijednosti y, i z, sustav

= Ce ™ +Ce™ . L
{y 0 : 2 ima jedinstveno rjeSenje.

z, = 2Ce™ -2C,e’™

12
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b) matri¢na metoda

= = ax +by +f()
Sustav 27 zapiSimo u matri¢nom obliku bit ¢e
?); = cox +dy +g(@)
dx
dr |_[@ b\ x N f(t)
i e dly) \g®
dt

Opéenito je taj zapis oblika X () = A)X (1) + F(¢).
U naSem sluc¢aju matrica A(¢) = (a dJ je matrica konstanti.
c

Metodama linearne algebre mozemo odrediti fundamentalni sustav rjeSenja X, (¢) , k =12

homogenog sustava
dx

dt a bi«x N . (X a b\ x
= . Uobicajeni zapis sustavaje | . | = .
dy c d\y y c d\y

dt

Iz karakteristi¢ne jednadzbe det(4 — Al) =0 dobivamo rjeSenja A, ,A,. Uzimajuéi u obzir
visestrukost od A i odgovarajuée posebno rjesenje X () je odredeno. Opée rjesenje
homogenog sustava je

XO=CXPt)+C, X2 ().
Pri rjeSavanju karakteristi¢ne jednadzbe mogu nastupiti sljedeci slucajevi :

Prvi slucaj:
A je jednostruki realni korijen.

A
Y

A
Tada je X% (t)=Y"e" :£yl je” gdje je Y* svojstveni vektor matrice A koji
odgovara svojstvenoj vrijednosti A, tj. AY* =AY * | Y* #0.

2.4.2.Primjer: Rijesiti sustav za pocetni uvjet x(0)=6 , y(0)=-6 , z(0)=24.
X = 4x + y
y = 3x + 2y
z = 2x + 3y + 4z

13
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4-1 1 0
Karakteristi¢na jednadzba det(A—-Al)=| 3 2—-4 0 |=0 ima korijene

3 0 1
Svojstveni vektori : Y/ =| -9 | Y%/ = 0| Y =] 1
7 1 5
Dakle, bit ¢e :
3 0 1
X% = 1-9" X% = |0l*, X® = |1l pajeopée rjesenje
7 1 5
3 0 1
XO)=C XM +C, X" +C,XH =C| -9 +C,| 0" +C,| 1 |
7 1 5

Da bismo odredili posebno rjeSenje, konstante C,,C,,C; odredujemo iz sustava

6 3 0 1 3, + C,
X0 =|-6|=Cl-9]+Clo]+cl1|=]-09C + C,
24 7 1 5 7C, + C, + 5C,

Slijedidaje: C, =1, C,=2 , C; =3

Tako dobivamo posebno rjesenje oblika:

3 0 3
X@O)=1XD 42X S 43X" = -9 e +] 0 |e* +| 3 |*
7 2 15

Drugi slucaj:
A je jednostruki kompleksni korijen. Tada jei 4 korijen karakteristicne jednadzbe .

Umjesto kompleksnih partikularnih rjesenja X i X ¥ uzimamo realna partikularna
rjeSenja X *(t)=Re X" (t) i X(E)(t):]me(t)

2.4.3.Primjer
e X = X+ y
Odrediti opce rjeSenje sustava : < .
y = — 2x + 3y
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1-4 1
Karakteristi¢na jednadZzba 5 3 /1‘ =0 ima korijene 4,, =2+i
Da bismo odredili svojstveni vektor koji odgovara korijenu A =2 +i dobivamo sustav
1-y” " =0
-2y, -0y, =0

(4) 1
Stavimo li y,"” =1 dobivamo y,"” =1+i tj.¥" =(y' J= (1 .], onda je
+i

)
(A4) _ 1 (2+i)t
X (t)—(1 .je
+1

Y2
Odgovarajuc¢i par realnih partikularnih rjeSenja je :

1 : e’ cost cost
Xl(“(t) — Re . (2t — ) _ ' o2
1+1i e’ (cost—sint)) \cost—sint

1 : e’ sint sint
X, Y ()=Im| | =] = e
1+ e”'(cost+sint) cost+sint

Konacno je opce rjesenje ;

C,cost + C, sint
Xt = x,'70 + X, = ( 1 ’ je”

(C, + C))cost + (C, — C))sint

Treéi slucaj:
A je korijen karakteristi¢ne jednadZbe visestrukosti r > 2

Rjesenje sustava koje odgovara tome korijenu trazi se u obliku
) ©)

a, +a, t+ . +a, 't
) 2) (r) ,r-1
XA () = a,’ +a, t+ .. +a, 't | 4
a" +a P+ ... +a, !
dje se koeficijenti a,' i = 12,.....,n ; j = 12,..., r odreduju iz sustava linearnih
£d Y i J 1

jednadzbi koji se dobiva izjednacavanjem koeficijenata istih potencija od t dobivenih
supstitucijom vektora X *(¢) u jednadzbu X (¢) = A(t) X (¢)

2.4.4 Primjer:
T X = 2x-y
Odrediti opce rjeSenje sustava : <
y = 4x+6y
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2-4 -1
6-1
Rjesenje danog sustava trazimo u obliku

. [x(t)j (al +bltj »
X*(t)= = e
() a, +b,t

Uvrstimo x(¢) = (a, + bt)e", y(t) = (a, + b,t)e* upolazni sustav dobivamo:

b, a, b, 2a, —a, 2b, —4b,
+4 +4 = + L.
b, a, b, 4a, + 6a, 4b, + 6D,

Izjednacimo li koeficijente istih potencija od t dobivamo ;

Karakteristi¢na jednadzba

‘ = (A—4)* =0 ima dvostruki korijen 1 =4

b +2a +a, = 0
b, —4a, -2a, = 0
2b,  +b, =0
-2b, —4p = 0

Ako stavimo a, =C, i b, =C, dobivamo a, =-2C,-C, i b, =-2C,
Prema tome opce rjeSenje sustava je oblika :
X(1) = xW (t) = { C +Cyt ]e‘”
—(2C, +C,)=2C,t
Konacno, promatrajmo nehomogeni sustav
X)) =ADOX @)+ F(t)
Tada, ako je poznat fundamentalni sustav rjeSenja homogenog sustava
X(1)=A0X (),
opce rjesenje nechomogenog sustava trazimo metodom varijacije konstanti.

Naime, stavljaju¢i X(¢) = ZC . ()X, (t) odredujemo funkcije C, (¢) uz pretpostavku da

k=1
vrijedi X (¢) — A(t) X (¢) = 0. Dolazimo do sustava jednadzbi po Ck (t):
Imamo:

30X, = F)

Iz ovog sustava nalazimo da je C (1) = ¢, (¢) 1 integrirajuci dobivamo funkcije
C.()=w,()+D,,gdjesu D, konstante. integracije
Konac¢no, opce rjeSenje nehomogenog sustava je oblika :

X0 =Y C0X, (0 =X (0,0 + DI, (1),

Oznacimo: X, (¢) = ZDk X, @) 1 X,()= Zl//k ()X, (t) .-Tada mozemo pisati

k=1 k=1
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X(1) = XH(t)+XP(t)
Drugim rjecima opce rjesenje je prikazano kao suma opceg rjeSenja homogenog i
partikularnog rjeSenja nehomogenog sustava.

2.4.5.Primjer:
Naéi opée rjesenje sustava: X (f) = AX(¢) + F(t), ako su

2 -1 t+ 1),
A: lF: e

1 4 2t
2-14 -1

Karakteristicna jednadzba )

‘ =2 —64+9=(1-3)" =0 ima dvostruki korijen

A=3.

at+b

Rjesenje homogenog sustava trazimo u obliku X, (¢) = ( ]e” . Nakon uvrstavanja u

ct+d
homogeni sustav i kra¢enja s e dobivamo :
at+b a 2 —1\at+b
3 + =
(ct + dj (bj [1 4 j(ct +dj
ili
3at+a+3b) ((Qa—-c)+2b-d
[3ct +et 34] - ((a +de)t +b+ 4d]
Dobivamo a=—c i —(a+b)=d . Stavimoli a=C, i b=C, proizlazi
c=-C, ,d=—C +C,)
Tada je opce rjeSenje homogenog sustava

Cit+C, 3
Xy ()= €
_Clt_(Cl +C2)
Partikularno rjeSenje trazimo u obliku

At> +Bt+C
X, ()=t e’
r) [D12+Et+FJ
Nakon uvrStavanja u sustav i usporedivanja koeficijenata uz iste potencije od t, dobivamo
koeficijente
A= -05B=0C=1,D =05F =15F =0
- 0.5 + 1
Konaéno, partikularno rjesenje je : X, () = ¢ e
P Jesenjejo: X2 (1) (O.Stz + 1.5J
Opce rjeSenje nehomogenog sustava je:
Ct + C, — 0.5 + ¢
X0 = X,(0) + X,0) = D ; . Je”
- Ct - (C, + C)) + 05 + 1.5t

17



Praktikum Matematika I1I Priredio Damjan Jovici¢

3 - VEKTORSKA ANALIZA

Vektorska funkcija:

o F(t)=x()i +y(1)] +z(O)k
gdje su x(t),y(t) i z(t) skalarne funkcije.

Derivacija vektorske funkcije:
dr _dx- L ﬂ =~ dz dz
dt dt a’t dt

Svojstva deriviranja:

e 1) ¢ -konstantan vektor de =0.

dt
%) d(a(t) £ b(1)) _ d(ﬁ(t))+d(5(t))
dt da ~ dt
3) d(a(fc)i'b(f)) _ d(a(f))‘g(t) L a()- d(b(t))
t dt
d(a()xb@)) _d@®) _ d(b(t))
4) P == b(#)+a(t) x

JednadZba tangente na krivulju 7 = 7(¢ ) u to¢ki t =1,
o F=F(t)t—1t)+7(t,).
ili u skalarnom obliku

x—x(ty) _ x—y(t,) _ x—z(t,)

x(t,) () 2(t,)

ili u parametarsko obliku
o x=x(t)+ix(t,) , y=y()+ty(t,) , z=2z(,)+1Z(¢)) -
gdje je t parametar.

Gradijent skalarnog polja f = f(x,y,z)

o graalf——]):T 2]; aj;k.

Derivacija skalarnog polja f(x,y,z) u smjeru vektora s

. 8_{ = gradf - §°=gcosa +gcosﬂ +gcosy .
0s ox oy 0z
Divergencija vektorskog polja a = P(x, y,z)i + O(x, v,z)] + R(x, y,2)k
e diva=2P 90 R
ox Oy 82

Vektorsko polje je solenoidalno , ako je diva = 0.
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Rotacija vektorskog polja a = P(x,y,z)i + O(x,y,z)] + R(x,y,2)k

j ok
. roa=ll 9 9|_|9R_0Q ;+(5_P_5_R];+ 99 _0oP ¢
ox 0Oy Oz oy Oz 0z Ox ox Oy
P O R

Polje je potencijalno (konzervativno) na konveksnoj domeni (2 ako i samo ako je
rota =0

Greenova formula

00 OP

o Ide +Qdy = ” {a — 5}dxdy

gdje je C rub podrucja D, kojeg zatvara krivulja C..Krivulja se obilazi u pozitivhom
smjeru..

Povrsina podrudja u ravnini omedenog Krivuljom C
e S= l§(xary—yarx)
2 C
Duljina luka krivulje 7 =7(7)
Sy t)
o s= J.ds = J.|F'(t)|dt

pritom je element luka ds jednak :

o Dds=|r'(t) =% (t)+y*(t)dt zakrivulju u ravnini

o 2)ds= |r'(t)| = \/)'cz (1) + 9 (t) + 2% (¢)dt za krivulju u prostoru

Cirkulacija vektorskog polja @ = P(x, v,z )i + O(x,v,z)j + R(x, v,z )k

duz zatvorene krivulje C
o §a-dr =§Pdx+Qdy+Rd
C

C

Tok vektorskog polja @ = P(x,y,z)i + O(x,y,z)] + R(x, v,z )k kroz zatvorenu
plohu S
o [[(@-n")ds = [[ Pdydz + Qdzdx + Rdxdy

N S

gdje je 71° jediniéni vektor normale plohe S

Vektor normale 7i° ra¢una se po formuli :

oo el -2 w

- rad , - z] 2 2
R ENNTIN
ox oy

ako je ploha zadana jednadzbom z = f(x, »)
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odnosno po formuli

gf+g]+gl€

~o _ grad[f(x, v, Z)] _ ox oy Oz
d . Vs 2 2 2’
lgrad[f(x, y, 2)] N \/(@fj N (af] . [afj
ox oy 0z

ako je ploha zadana implicitno jednadzbom f'(x,y,z) =0

Formula Green-Gauss-Ostrogradskog (teorem o divergenciji)
o |[@n"ds = [[[divadr
N Vv

gdje je V zatvoreno podrucje omedeno zatvorenom po dijelovima glatkom plohom S, koja
samu sebe ne presijeca. Ploha je orijentirana vanjskom normalom.

Orijentacija plohe i krivulje na plohi

S™ - po dijelovima glatka ploha orijentirana vanjskom normalom , ¢iji rub 6S = C™je po
dijelovima glatka jednostavno zatvorena orijentirana krivulja.

Da su orijentacija plohe i orijentacija krivulje na plohi kompatibilne, znaci da promatrajuci
s vthanormale 7i° = cos @ i + cos B j + cos y k plohe S*, obilaZenje po
krivulji C" je suprotno kazaljci na satu tj. krivulja je pozitivno orijentirana. Treba re¢i da
se to postize izborom rastuceg ili padajuceg parametra ( vidi zadatak 2.5 str.32 ,33)

Analogno imamo:
S” - negativna orijentacija plohe prema unutarnjoj normali i C™ -negativna orijentacija
krivulje. tj.obilazenje u smjeru kazaljke na satu.

Stokesova formula

Neka je polje @ klase C' na podrudju koje sadrzi otvorenu plohu S, &ijirub 6S = C je
jednostavna Jordanova zatvorena krivulja.Tada vrijedi

fa-dr =[[(rota-i° )ds

C S

Jednostavna krivulja 7 = 7('t ) je Jordanov luk ako se ne presjeca i ima derivaciju

o= F'(t)y = 0.

Da je polje @ klase C' zna¢i da su komponente P(x, v, z), O(x, y, z), R(x, v, z) polja
a neprekidne i1 da imaju neprekidne prve parcijalne derivacije .
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