Praktikum Matematika II1

Priredio D.Jovici¢
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PISMENI ISPITI IZ MATEMATIKE III

pismeni br 1

Razviti u Fourierov red funkciju f(x) = |x| s periodom 4 na intervalu [— 2, 2].

Provijeriti da elipsa 7(¢) = 4 costi+ %(sint -1)j+ %(sint +1)k leZi na elipsoidu

V2

2
xT oyt ozt e e . Xy
— — =1 1odrediti derivaciju skalarne funkcije u(x,y,z) =—+-+
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smjeru tangente na elipsu u to¢ki maximalne apscise.
Odrediti opc¢e i singuarno rjeSenje jednadzbe y = xy'+/—4y".

—2x

Varijacijom konstanata odrediti opce rjeSenje jednadzbe y" +4y'+4y = ¢ -
X

2 2
*J+x° k duzelipse x—+y—2:1.

Odrediti cirkulaciju vektora a =—y -
a

Odrediti tok vektora @ = —y° j + x> k kroz zatvorenu plohu koju omeduju

x*+y* =4 ;x> +y* = z;z =0 u smjeru vanjske normale

2
5+

z

9

2
2

u

21



Praktikum Matematika I11 Priredio D.Jovici¢

RJESENJA

1.1:  Razviti u Fourierov red funkciju f(x) = |x| s periodom 4 na intervalu [— 2, 2].

Stoga §to je funkcija parna u razvoju ¢e imati samo koeficijente uz kosinuse.

a,=—|xdx=—| =2

2=
r nx - 2 nm 2 7 nx

a, = jxcos—dx = jxd(—sin—) = —jxd(sm—)
7 2 nrx 2 nrw oy 2

2 2
=— xsin@| —fsinnmdx = 4 (cosnm—1)
2 n’r?

8
4 —— za n=2k-1
- [(_1)" _1]: n2r2

2 2
T za n=2k
o 3 Smx Tmx
8 CcosS ? cosS 7 cosS 7 cosS 7
dake, |x|=1-— + + + 4.
| 72| 12 32 52 72

slika 1.1-zadatak 1.1-7jedan elan
3t

2.5 ¢

oL

1.5¢

-3 -2 -1 1 2 3

slika 1.1-zadatak 1.1-dva elana

3,

2.5 ¢

2,

1.5 ¢
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Praktikum Matematika I11 Priredio D.Jovici¢

slika 1.1-zadatak 1.1-tri élana
3

2.5

7

=1 1 odrediti derivaciju skalarne funkcije u(x, y,z) =

1.2:  Provijeriti da elipsa 7(¢) = —costi + %(sin t=1)j+ %(sint +1)k leZi na elipsoidu

X2 y2 22
PRI

2

+—+

2
X
— u

2
z
2

Q~|‘<
(3]
Q

a c
smjeru tangente na elipsu u tocki maximalne apscise.

Q

Skalarne komponente vektora 7 su:x = 4 cost ,V = g(sint -1),z= %(sint +1)

V2

Sliedi da je ;f: cost ’Z: sint—1 ’EZ sinf+1
a 2 b 2 c 2
Kvadriranjem i zbrajanjem dobivamo
2 2 2

y z T .
— ++<5 +— =1 Dakle, krivulja je na elipsoidu.
a- b” c
Tocka maximalne apscise dobije se za ¢ = 0, pa su njezine koordinate T’ (% — g , % .

JednadZba tangente u tocki 7' na elipsu je = =

- b c _ 2
Vektor smjera tangente u tocki 7 je ¢ = (0,—,—). Norma vektora |/| = ———, pa je
jera tang jei=(0.2.2) 7] R
jedinieni vektor 7° = (0,2 ¢
\/b2 +c? \/b2 +c?
- . - 2x - 2y - | 2z - V2 - 1.
radu|, = ui + u j + uk = —i + = j+ =k = — i - —j+
gradul, ; N IT - el IT ; o
N -0 -1 1
Konacno : gradu|, - t° = + =0
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Praktikum Matematika I11 Priredio D.Jovici¢

slika 1.2-zadatak 1.2
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1.3:  Odrediti opce i singuarno rjeSenje jednadzbe y = xy'+/—4y".

Stavimo )’ = p jednadzba postaje y = xp++/—4p .

Deriviranjem po x dobivamo

p= p+xd—p—Ld—p ili d—p(x—i) =0
dx 2,-4p dx dx —4p

Ako je Z:—p =0,ondaje p =C,todaje opcerjeSenje y =Cx++/—4C , gdjeje C <0,
X

konstanta.

Ako je x — =0, tadaje p =y’ =——. Integriranjem dobivamo singularno rjeSenje
X

2
[-4p
|
y=— (vidisliku 1.3)
* slika 1.3-zadatak 1.3

'\
i

\g\\
= |

—2x
1.4:  Varijacijom konstanata odredi opce rjeSenje jednadzbe y" +4y'+4y = ¢ -
X
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Praktikum Matematika I11 Priredio D.Jovici¢

Karakteristi¢na jednadzba r* +4r + 4 = 0 ima dvostruki korijen 7, =7, = -2,

X

pasu y, =e>* i y, =xe " rjeSenja homogene jednadzbe.

X

Opée rjesenje homogene jednadzbe je y = Cie™* + C,xe ",

Opce rjesenje nehomogene jednadzbe trazimo u obliku
y=C,(x)e™ +C,(x)xe" ,gdje funkcije C, (x) i C,(x)odredujemo iz sustava

C, (ve LG (Oxe™ = 0
_2C (e +C, (1-2x)e > = ez ’
ili krace ’
c iCx = 0
“2¢, +C(1-2x) = xi}
Rjesenje sustava (le ,Czl) = (—x%,x%). Integriranjem dobivamo

Ci(x)= i +D, , C)(x)=- +D,, gdjesu D, i D, konstante integracije.

2
X

Konacno, opce rjeSenje nehomogene jednadzbe

—2x

y=C,(x)e +C,(x)xe* =D,e* + D,xe ™" + 62—
x

2 2
1.5:  Odredi cirkulaciju vektora @ =-y* j+x’k duz elipse x_2 +;;_2 =1.
a

Kakosuvektori a=-y’i+x’j i dFi =dxi +dy] toje da-di =—y’dx+x’dy
Nadalje, sa
x=acost i y=>bsint ;dx=—asintdt i dy =bcostdt, slijedi

2r
fa-di = §- yd+ xdy = abf (b’ sin' ¢t + @ cos® t)dt.
E E 0

Kako su
2 o7

Isin“ tdt:Ft—lsin2t+Lsin4t}| :éﬂ,i
) s 4 32 4

0

3ab

d'dF:T(Clz +b2)7Z'.

27
Jcos“tdt: §t+lsin2t+Lsin4t | :iﬂ
8 4 32 4
konacno je §
E
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Praktikum Matematika I11 Priredio D.Jovici¢

Zadatak mozemo rijesiti 1 na drugi nacin, primjenom Stokesova poucka
fa-dar = [[rota-n’ds

i ]k

rota = o 9 9 =3(x*+y)k ,i=k ,rota-i’ =3(x*+y?)
ox Oy oz
-y X0

iﬁa -dr —”rota n ds—3”(x + y?)dxdy

E

Uvodimo nove koordinate : x = arcos¢ , y =brsing , Jakobijan je J = abr.
2z 1
3ab” (a’cos’ ¢ +b°sin® ¢)r'dr de¢= 3ab'|. ((a’ cos” ¢+ b’ sin® ¢)J.r3dr))d¢
D,, 0 0
27
_3ab [(@® cos® g+ b7 sin” $)dg.
0

Kako su integrali :
27

1 2
[ sin® gdgp = @ _sin2E )
0 2 4 0
2z 1 2z
Jost gap = (& v ST -
0 2 4 0

. 5. dF 3ab )
Konacno je : § a - dr ” (rota - n’)ds = (a> + b))z
E

1.6:  Odreditok vektora @ = 2xi — y?j + x’k kroz zatvorenu plohu koju omeduju

x*+y> =4 ;x> +y’> =z;z =0 usmjeru vanjske normale
Primjenimo teorem o divergenciji: ”& 71°dS = ”Idivéd V
S Vv

Kako je diva = 2(1+ y) treba izraCunati integral 2_[”(1 + y)dzdydx
Vv

Uvodimo polarne koordinate :

x=rcos¢ , y=rsing , z=z Jakobijaniznosi J =r
2z 2 2

Granice : ¢| , r| , Z
0 0 0

2 j j j (1+ y)dzdydx = 27(? (1+ r cos ¢)r(]2 dz)dr)dé
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212 5 4 2| 4 3 2 27 3
=2 [ ([(r’+r"cosg)dr)dp =2 | | —+—cosp || dp=2 [ (4+—cos¢)d¢ =16z
00 o4 5 0 0 5

—
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=
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S
\SOANUNN
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T

slika 1.4 — zadatak 1.6

Na slici 1.4 (desno) prikazan je presjek ravninom x = 0.Zatvorena ploha o kojoj je rijec

sastoji se od :

1. dijela (xy) ravnine koji je omeden kruznicom x* + y°> = 4;
2. dijela paraboloida x> + y> = z unutarvalijka x> + »> = 4;
3. dijela valjka iznad (xy) ravnine odozgo omedenog paraboloidom.
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Praktikum Matematika I11 Priredio D.Jovici¢

pismeni br.2

2.1:  Odrediti posebno rjesenje diferencijalne jednadzbe
(x> = 3y)dx + 2xydy = 0 , y2) =1

2.2:  Odrediti ono rjesenje diferencijalne jednadzbe y" —2y"+ y' =2x+e" koje
zadovoljava pocetni uvjet: y(0) = y'(0) = »"(0) =1.

2 2
2.3:  lzratunati [[zdxdy,gdjeje Y vanjska strana elipsoida;c—2 +Z—2

Z+

2
4
+—2:1.

c

2.4:  IzraCunaj : a) izravno ; b) pomocu Greenove
formule§(xy +x+ y)dx+ (xy+x—y)dy , gdje je C krivulja x* + y*> = ax negativno
C

orijentirana.

2.5:  Izratunaj cirkulaciju vektora @ = yi —xj + (x+ y)k , duz

z = x’+)°

krivulje C': { ; a) direktno; b) pomocu Stokesova poucka.

z =

2.6:  Pomocu teorema o divergenciji izradunati tok vektora @ = 3xi — yj — zk
Kroz dio plohe 9 —z = x> + 2, koji lezi u prvom oktantu u smjeru vanjske
normale.
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Praktikum Matematika I11 Priredio D.Jovici¢

RJESENJA

2.1:  Odrediti posebno rjesenje diferencijalne jednadzbe
(x2 —3y2)dx+2xydy:O , 1(2)=1,

Jednadzba je homogena jer se moZe napisati u obliku & =

Uobicajena supstitucija Youss yi=u+ x 2 vodi do jednadzbe
X dx
Sa separiranim varijablama ax = ;4 dul koja ima opée rjesenje y =+/x” + Cx’
D

Pocetni uvjet y(2)=1—-C= —% pa je posebno rjesenje y = x,|1 —%x

LN

-4 -2 2 4

slika 2.1 — zadatak 2.1

2.2:  Odrediti ono rjesenje diferencijalne jednadzbe y" —2y" + ' = 2x+e” koje
zadovoljava pocetni uvjet: y(0) = y'(0) = y"(0) =1.

Karakteristi¢na jednadzba jednadzbe y" —2y"+ y'=2x+e" je

7’ —2r+r =0, anjezinarjeSenjasu: 7, =0 ; r,; = 1. Prema tome opce rjeSenje je
y=C, - 1+C,e" +xC,e*

Partikularno rje$enje trazimo u obliku 7 = x(Ax + B) + x*Ce"

Deriviranjem i sredivanjem dobivamo
7' =2A4x+ B+2xCe" + x*Ce"

7" =2A4+2Ce" +4xCe* + x’Ce"
n" =6Ce* +6xCe* + x> Ce"
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Praktikum Matematika I11 Priredio D.Jovici¢

Uvrstavanjem 7', " , 7" unehomogenu jednadzbu dobivamo jednadzbu

—4A4+B+2Ax+2Ce" =2x+e". Usporedivanjem koeficijenata dobivamo:

A=1, B=4, C:% te je parikularno rjesenje n = x(4 + x) + % x’e* §to onda

. . . 1
daje opée rjesenje y = C, + C,e* + Cyxe” +x° + 4x+5x2e"

Pocetni uvjet vodi do sustava

C, + C, = 1
+C, +C = -3
+C, +2 = -2

Rjesenje sustava je trojka (C,,C,,C;) = (5,—4,1). Konacno, partikularno rjeSenje je

y=5+(x—-4)e" +x° +4x+%xzex

2 2 2
2.3: Izratunati [[zdxdy,gdjeje D vanjska strana elipsoida x_2 + Z—z + Z—z =1.
a c
Z+

2 2
Iz jednadzbe elipsoida dobivamo z = *c, e z—z - )b}—z (+ za gomju, a — za donju polovicu
elipsoida).

=\

NN
SO
RERRY, A

<7

slika 2.2 — zadatak 2.3

Integral po plohi elipsoida bit ¢e

xZ 2 o x2 2
1= 2cJ..[1/1—(a—2+Z—2)dxdy gdje je domena D, = {(x,y)e R? :a_2+)b}_2£ 1}.

Dxy

Uvodimo poopcene polarne koordinate
X = ar cos ¢ , y = brsing , J = abr
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Praktikum Matematika I11 Priredio D.Jovici¢

Stoga je element povrSine dxdy = abrdrd¢

27 1

I= 2cj(j N1-72abrdr)dé = 2abcj(j 1=r2rdr)dg

Zamjenom varijabli domena (elipsa ) prela21 u jedini¢nu kruznicu.
Naime vrijedi

2 2
X Y 2 2 . 2 2
a—2+b—2:1—>r(cos g +sin"g) =1 > r =1->r =1.
Stoga su granice integriranja r| | . Zavr$imo li integriranje dobivamo
4
I =—abcr.
3

2.4:  Izracunati pomocu Greenove formule § (xy+x+y)dx+(xy+x—y)dy,
C

gdje je C krivulja x* + y* = ax negativno orijentirana.

slika 2.3 — zadatak 2.4

Primjenimo Greenovu formulu. Kako su
Px,y)=xy+x+y , Q(x,y)=xy+x-y
op 00

o =x+1, g:y+l
Treba izraCunati deerQd = ”(———)d dy = H(y x)dxdy .

Jer je domena krug., uvodimo polarne koordinate
=rcos¢ , y=rsing , dxdy=rdrdg

a cos - /2
Granice :r , @ | . Uvrstimoz li to u integral dobivamo
0 /2
-/2 acosg 3 —-/2
I ((sing — cos @) j *drydg = — '[(cos psin g —cos® ¢)d¢
/2 /2
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-7/2
Kako je J‘cos3 ¢singdg =0 (integral neparne funkcije na simetri€énoj domenti) preostaje
/2
izraCunati
3 -7/2 3 -z/2 3
a 4 a3 1 . 1 . a’r
—— |cos" pdp=——| =@ +—sin2¢ + —sin4 =
3 I 70 3{8¢ AT 4' 8

2.5:  IzraGunati cirkulaciju vektora @ = yi —xj + (x + y)k , duz
2 2
- = x'+
krivulje C: {Z * . Y ; pomocu Stokesova poucka.
z

Prema Stokesovom poucku vrijedi §a - dr = [[(rota - 70 )ds
C z

Q

=i—-j-2k

| ~
Q ~.|

Izra¢unajmo vektor rota = —_— =
ox o0y Oz
y X Xx+y
Kako je krivulja kruznica z = 1< X2+ y2 =1, ona razapinje krug i dio paraboloida , pa
zadatak mozemo rijesiti za bilo koju od te dvije plohe. Ovaj put, samo za vjezbu, rjesit
¢emo ga za obje te plohe.

l.varijanta: [zaberimo plohu paraboloida.
Tada je normala

_o _ grad[x2 +y° —z] B 2xi +2yj—k

n o= =
ngad[x2 +y2 —ZH J4x? +4y2 +1
ds —M—\sz +4y* +1dxdy

|cos 7/|

to daje rota -i’dS = 2(x — y + 1)dxdy

§a-ar =[[(rota-n")ds =2[[ (x— y +)dxdy
)y

C

Uvodenjem polarnog koordinatnog sustava dobivamo

2;zm' (rcosg—rsing + 1)rdr}d¢ = Zi[(cosgé —sin ¢)§|; +§|; do

27z 0
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Konagno §a-dr =|[(rota-i")ds =2 .

C

E
- orijentacija

za paraboloid

-

+ orijentacija

za ravninu

slika 2.4 - zadatak 2.5

Napomena 1: Kako je uobicajeno, ako se posebno ne istakne, kruZznicu smatramo
pozitivno orijentiranom . Da bi ta orijentacija bila u skladu s orijentacijom paraboloida
uzimamo da se ¢ mijenjaod 27 do 0. Paraboloid je orijentiran u odnosu na vanjsku

normalu, pa je kruznica negativno orijentirana (po padaju¢em parametru).

2.varijanta: Ako biramo plohu kruga bit éeuz 7° =k i (rota-i°)dS = —2dxdy
[[rora-nds = -2 || dxdy = 27
D, D,

xy Xy

Napomena 2: U ovoj je varijanti kruZznica pozitivno orijentirana ( po rastu¢em parametru ),
Sto je u skladu s orijentacijom ravnine z = 1. Dakako, u slucaju suprotne orijentacije ,
rezultat bi bio suprotan.

2.6:  Pomoéu teorema o divergenciji izratunati tok vektora @ = 3xi — yj — zk kroz dio
plohe 9—z = x” + y?, koji leZi u prvom oktantu u smjeru vanjske normale.

Na slic 2.5 nacrtan je dio paraboloida u prvom oktantu:

2

U koordinatnoj ravnini y0z imamo parabolu z = 9 — y
U koordinatnoj ravnini x0z imamo parabolu z = 9 — x°
U koordinatnoj ravnini x0y imamo kruznicu x> + > = 9
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slika 2.5-zadatak 2.6

Kako je divergencija od @ =3xi —yj —zk , diva=1 bit e

[[@-a%as = [[[dva - av = [[[ avdya:.
5 v 2

Uvodimo cilindriéne koordinate
X = rcos¢g y = rsing¢g z = z ,dxdydz = rdrdgdz

3 z/2 912
Granice :r| , ¢| , Z |
0 0 0

Jﬂdzdrd¢ _ ”fﬁ(jﬂ;z)rdr}d¢ _ ”.(|)42 (‘:[91’ —r)dr)dg :%

Napomena :Jasno je da dio paraboloida u prvom oktantu nije zatvorena ploha , pa valja
obrazloziti opravdanost primjene teorema o divergenciji. Naime, mozemo smatrati da smo
ga zatvorili dijelovima koordinatnih ravnina , §to ih odsjeca paraboloid. Radi korektnosti
valjalo bi oduzeti tokove kroz dijelove koordinatnih ravnina. Medutim , to ne ¢inimo, jer
su sva tri jednaki nuli . Imamo:

I ” @@ - i)ds =” ydxdz = 0 (jerje y = 0)
D, D,

n, = jj @@ - ii’)ds _ [[ 3xdvdz = 0 Gerje x = 0)
D,. D,.

M, = [[@- as =[] zdxdz = 0 Gerje z = 0)
D, D,

Y
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3.1:

3.2:

3.3:

3.4:

3.5:

3.6:

pismeni br.3

za —2<x<0

0
Razviti u Fourierov red funkciju f(x) = x ca 0<x<?
2

Odrediti derivaciju skalarne funkcijeu = ln% u smjeru tangente na krivulju
X +y
2
F(t)=(t> +4t)i — %] u to¢ki koja odgovara parametru ¢ = —4 .

Odrediti partikularno rjesenje diferencijalne jednadzbe
y"—6y"+12y' -8y =1+2¢e** koje zadovoljava pocetni uvjet

3(0) =% V(0 =1, y"(0)=-2.

Pokazati da je singularno rjeSenje jednadzbe y = xy" +

i/x_2 + 3\/)7 = i/a_2 (astroida).

Izracunati §(x + y)ds , gdje je C desna latica lemniskate 7* =16cos2¢.
C

Odrediti tok vektora @ = xi + yj + zk kroz : a) bazu , b) plat

stodcaz=1—+x"+y° ; z=0
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RJESENJA

za —2<x<0

0
3.1:  Razviti u Fourierov red funkciju f(x) = % ca 0<x<?

Period funkcije 2/ =4 — [ =2 . Koeficijente u redu

a < nx . N,
f(x)=—-"2+ Z (a, cosT +b, sin T) raCunamo prema formulama

n=1

2 )
) :ljzdlex_| _ 1
242 4 2 2
2
¢ =L [Eoos P = L] X2 G [ 2 e dx
292 2 212 nx 2y ynx 2 2
0 za parno n
- :22 za neparno n

2 2
b :ljfsin@dx:l _z.icos@| +Iicosﬂﬁ
292 2 21 2 nm 2y ynw 2 2

1

——  za parno n
_) nrm
1
e za neparno n
nmw
. - -2 nm (=)™ . onmx
Konacno je X)=—+ COS + Sin .
Je S =7 ,,Z:;‘ﬂz(Zn—l)z 2 ax 2
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slika3.1- zadatak3.1- jedan élan
1.25

1

0.75

0.5

0.25

Z

-2 S 1 2

slika3.1- zadatak3.1- triélana
1.2

1

0.8

0.2

PN
o N 1 T 1 5
slika 3.1- zadatak 3.1- petélanova

LN s
2\/ -1 ~ 1 2

slika3 .1- zadatak3 .1l - devetélanova
1.2

0.8
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3.2:  Odrediti derivaciju skalarne funkcije u = ln% u smjeru tangente na krivulju
X" +y

2
F(t)=(t> +41)i — %] u to¢ki koja odgovara parametru ¢ = —4 .

2
Krivulja je parabola parametarske jednadzbe x = 2 44 , V= —%

slika 3.2-zadatak 3.2

2 T—a 8

-10

-12

Tocka koja odgovara parametru ¢ =—-4 je M (0,-8).

JednadZba tangente u tocki M: — Al y +8 o X y+8 , pa je vektor tangente
x(—4) y(-4) -4 4

[=—4i+4j >1"= Ll

7R

ou 5 3 —2x —X
VR AR 2 2,2 e 2
2x"+y (x"+y7) Xx Ty

ox
Nadalje,
LIy FEIRNE —2y __~J
oy 2x*+yP(x* +y?) X +Yy
) 1
Kako je: 6_u| =0 i&_u =—,EICOSOC=—L i COSﬂZL,
Ox i owu 8 \/E \/5
imamo konac¢no du = gradu‘M-fO = u | - cos a + ou | - cos f = L
dt ox ox 82
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3.3:  Odrediti partikularno rjeSenje diferencijalne jednadzbe
y"—6y"+12y' -8y =1+2¢e** koje zadovoljava pocetni uvjet

(0) =§ V() =—1. y"(0)=-2.

Karakteristi¢na jednadzba jednadzbe 7> —6r° +12r -8 =10
ima trostruki korijen 7, ; = 2 pa je ope rjeSenje homogene jednadzbe

y=(C, +xC, +x’C;)e™

Partikularno rjeSenje nehomogene jednadzbe trazimo u obliku
n=A+xBe™ (x’ —zbog trostrukosti korjena r =2)

Derivacije od 7= A+ Bx’e”* suredom

n' =3Bx’e’ +2Bx’e™
n" = 6Bxe™ +12Bx’e™ +4Bx’e™
n" = 6Be’ +36Bxe™ +36Bx’e™ +8Bx’e™”

Uvrstavanjem ovih vrijednosti u nehomogenu jednadzbu dobivamo 4 = —% i B= 1 paje
partikularno rjeSenje 7 = —é + §x3e2x , a opce rjesenje nechomogene jednadzbe

y=(C,+xC, +x°C;)e™” —%+%x3ez’“.

C, = 1
Pocetni uvjet vodi do sustava 42C1 +C, = -1,
4C, +4C, -2C, = -2

kojemu je rjeSenje trojka (C,,C,,C,) = (1,-3,-3).

Kona¢no rjeSenje: y = (1 — 3x — 3x7)e™ - é + %x e

3.4:  Pokazati da je singularno rjeSenje jednadzbe y = xy'+

!

ay
NIESIE .

Ako u jednadZzbu uvrstimo p = y'dobivamo y = px +

Rijesimo jednadzbu: y = xy' +

ap
l+p

2
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Deriviramo li po x dobivenu jednadzbu, nakon sredivanja dobivamo

dp a

—(x+ )=0.

dx (1+ p* )1+ p°

Ako je a =0>p=C-o>y=Cx+ _aC i to je opce rjesenje koje predstavlja familiju
dx 1+C?

pravaca.

Ako je (x+ _

? )=0,odavde je x = ——————— S$to zajedno s
A+pWi+p® Ja + py’

y=px+ % prestavlja parametarske jednadzbe anvelope (omataljke) familije pravaca
I+p

koja predstavlja opce rjesenje.

slika 3.3-zadatak 3.4

N
G2
Xt

Pokazimo da se radi o astroidi.

- a X 1

X = —}} - = - -

233 a /1+ 243

Imamo (L +p7) ~ (3p)
ap y p

N a  Ja + pPy

Posljednje jednadzbe mozemo napisati u obliku

B
2] - ]
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Potenciranjem sa 1/3 te zbrajanjem dobivamo : x** + y*° = ¢*

Uvedemo li novi parametar t p =gt gornje jednadZbe mozemo pisati u obliku

3

X=acos ¢

{ ., »atosu parametarske jednadZzbe astroide u dosad prepoznatljivom obliku.
y=asmt

3.5:  IzraCunati j;(x + y)ds , gdje je C desna latica lemniskate 7> =16cos2¢.
C
f(x+y)ds , r’=a’cos2g¢

C

slika 3.4 — zadatak 3.5

Parametriziramo jednadzbu lemniskate. Parametar ¢ ( za desnu laticu) se mijenja u

) T T
intervalu | — — , —|.
[ 4 4}

X = a,/cos2¢ cos ¢
VY =a,/cos2¢ sin ¢ '

IzraCunamo li derivacije po t , dobivamo :

=430 29cosp a,/cos2¢ sin @
A/COS2¢

J'/ :M+a ,C052¢ COS¢
A/COS2¢

Kvadriranjem i zbrajanjem dobivamo

2

40 a _>dS:,/x2+y2d¢:Ld¢inakraju

B CcoS 2¢ coS 2¢

§ (x + »ds = a*Gsin ¢ + cos g)dg

7 /4

= @’ [ (sin ¢ + cos g)dp = 162

-7 /4
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3.6:  Odrediti tok vektora @ = xi + yj + zk kroz : a) bazu , b) plast stoica

z=1-Yx* +3y°; z 20

-zadatak 3.6

Oznagimo ukupni tok vektora @ = xi + yj +zk sa T =T, + T, , gdje su
T, —tok kroz bazu , T, —tok kroz plast.

a) T —tok kroz bazu; Ovdjejez=0,akakoje a-i’ = a-(-k)=-z=0,to je tok
kroz bazu jednak nula

b) T, —tok kroz plast;

70 _ xf+yj+(1—z)l€ dS_dxdy_\/x2+y2+(l—z)2
\/x2 +y*+(1-2)° ’ |COS7’| 1-z

T, :%‘:'[(F-ﬁo)dS:lJ;:[(letjz +z]dxdy

2 2
2 2

jer je domena krug D, = {(x, y) e R* : x* + y* < 1}.
Dakle, ukupni tok jednak je toku kroz plast .

dxdy

Drugi nacin.

Kako je divergencija vektora @ = xi + yj + zk jednaka diva =3

Prema teoremu o divergenciji sljedi [[(a - Jas = [[[divadv =3[[[av =z
Z v
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