Praktikum Matematika I11 Priredio D.Jovici¢

4.1:

4.2:

4.3:

4.4.

4.5:

4.6:

pismeni br.4

Razviti u Fourierov red funkciju perioda p = 4, danu formulom
1-x%2 za 0<x<l

fx)=1x"1
2

za l<x<4

Izracunati j yds , gdje je K luk parabole y* =2px od ishodista to tocke
K

M(x,,v,)-

Izracunati koordinate tezista homogenog luka cikloide
x=a(t-sint) , y=a(l—cost) ;0<t<2rx.

IzraCunati I = § e’ [(1 — cos y)dx — (y — sin y)dy], gdje je K rub podrucja
K
0<x<xm , 0<y<sinx pozitivno orijentiran.

Odrediti funkciju f(x) tako da vektorsko polje
a=(+x%) f(x)i+2xy- f(x)j —3zk bude solenoidalno

Odrediti analiti¢ku funkciju f(z) = u(x,y)+iv(x,y) kojoj je realni dio
y

x*+y°

u(x,y)zx2 —y2 +5x+y—

43



Praktikum Matematika I11 Priredio D.Jovici¢

RJESENJA

4.1:  Razviti u Fourierov red funkciju perioda p =4, danu formulom

1-x* za 0<x<I
J(x)= x_—l za l<x<4

Zelimo funkciju zapisati u obliku f(x) =2+ (q, cos% +b sin ?)
n=l1

Koeficijente odredujemo parcijalnom integracijom (kod nas je [ =4)

n

] ]
a =%If(x)cosznTﬂxdx, n=0L2..; b, =%If(x)sin%7ﬂxdx ,n=123..
0 0

1] ¢ 5 tx—1 35
a,=—||(1=x")dx+ dx |=—
’ 2_£( ) ! 2 } 24
1 nrw fx—1 nr
a,=— j(l—xz)cos—xdx+j—cos—xdx
2]y 2 2 2
1] nmw tx—1 . nz
b, =— j(l—xz)sin—xdﬁj—sin—xdx
AR 2 2 2
Nakon parcijalnih integracija dobiva se :
1 nrw 8 . nrm
a,=——|-5cos—+1+—sin—
nw 2 nx 2

1 10 . nmr 16 nr
b =—|-1-—sin—+——(1-cos—
{ nrw 2 nzﬁz( 2 )}

4.2:  IzraCunati I yds , gdje je K luk parabole y* =2px od ishodista to tocke

K

M(xy,y,)-

d, 2=2 =./2 r_ p r_ ﬁ
1'[ysy pX =y =qepXx =y —mﬁy 2x

ds = 1+y’2dx=‘/1+2£dx—>yds=1/2px-1f1+2£dx: 2px+ pldx
X X

Xo

IzraCunajmo integral J- vds = I 2px+ p2 dx = l I\/ 2px+p ? pdx
X P

0
— pdx = tdt, 2px + p’pdx = tdt

Uvedimo supstituciju 2px + p° = ¢
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Promijenimo granice x=0-—>t=p,x=x, >t =+/2px, +p° .

Konacno je ]J;yds =% p}[ ’ t2dt =$l(t3) 2pp ! }zi[(szo +p2)3/2 _pa]

4
MU’OH

)

-

0

E 1 2 3 4
slika 4.1 — zadatak 4.2

4.3:  IzracCunati koordinate teziSta homogenog luka cikloide
x=a(t-sint), y=a(l—cost), 0<t<2rx.

2z 2z
I xds I yds
Koordinate teziSta racunamo po formulama : x=-2—— , y=-—— pa moramo izraCunati
.[ ds J.ds
0 0
2 2z 2z ¢
Ids ) .[xds ) .[yds .Odredimoli ds = /x> + p*dt = 2a sin 5 dt bit ée redom:
0 0 0
2r 2r 2
.t t
J.ds: 2aJ.sm—dt =—4a cos—| =8a
0 5 2 2%
2r 2 p ) 2r P P )
jxds = j a(t—sint )2a sin—dt =2a j (tsin——sintsin—)dt =8a"
0 0 2 0 2 2
2r 2r 2r 2
. . . 2
'[yds: Ia(l —cost)2a smidt:Za2 j(smi - costsmidt: 32a
0 0 2 0 2 2 3
- . 4
Prema tome teziste ima koordinate 77 = (ax, ?a ).
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cikloida

-5 f 5 10 15 20 25

slika 4.2 — zadatak 4.3

4.4: lIzracunati [ = ﬁex[(l — cos y)dx — (y — sin y)dy], gdje je K rub podrucja
K
0<x<xz , 0<y<sinx pozitivno orijentiran.

1
0.8
0.6
0.4
0.2

0.5 1 1.5 2 2.5 3

slika 4.3 — zadatak 4.4

I =§e*[(1-cos y)dx - (y —sin y)dy]

Integral rijeSimo pomocu Greenove formule

00 oP
;[de +Qdy = Lja—g - 5)‘1?“")/
aé_g_g_)}j: e'(siny—y—siny)=—e'y
0 oP x
ide +Ody = Lj@—g—g)dxdy = —L[e ydxdy =
— —jjex Su_(.j‘xydy = %']:ex sin® xdx = é(e” -1

4.5:  Odrediti f(x) tako da vektorsko polje @ = (1+x2)- f(x)i +2xy- f(x)j —3zk bude
solenoidalno.

Da bi polje bilo solenoidalno treba biti
diva =8—P+6—Q+6—R:0
ox oy 0z
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Drugim rje¢ima funkcija f(x) treba zadovoljavati jednadzbu:
2xf(x) + (1 + x*)f'(x) + 2xf(x) =3 = 0
ili

"(x)+ X)=
/') 1+ x? /) 1+x
Trazena funkcija je rjeSenje gornje linearne jednadzbe za funkciju f(x)

C

(1+x*)?
Potrazimo u tom obliku i rjeSenje nehomogene jednadzbe.

Neka je f(x)= Cx) .
(1+xz)2
C'(x)=31+x)>C(x)=x"+3x+D

x*+3x+D
(1+x%)°

4x 3

2

Opce rjeSenje homogene jednadzbe je f(x) =

Uvrstavanjem u jednadzbu dobivamo

To daje konacno rjeSenje f(x) =

4.6:  Odrediti analiticku funkciju f(z) =u(x, y)+iv(x,y) kojoj je realni dio
y

x2+y?

u()c,y)zx2 —y2 +5x+y—

Za rjeSenje koristimo Cauchy-Riemannove jednadzZbe: ou = o & u __Ov

ox 0oy 5_ ox

Dobivamo
ov 3 Xy }
—=2x+5+ —>v=||2x+5+ fy
ay (x2 +y2)2 J‘|: x2 +y2)2
ov x?—y? ,
v=2xy+5y-—5——5+@(x) > —=2y+ ; 22+¢(x)
Y (x +y )
s druge strane je
2 2 2 2
COOBYRUTE 5 SN LI S PR S
oy (x“+y7) ox oy (x“+y7)
Da bismo odredili funkciju ¢(x), izjednacimo dvije jednakosti za ? .
X
¥? _ yz ¥? _ yz
2y + ———— + P (x) =2y -1 + —— > J'(x) = -1
Y E Ty ¢'(x) y RER 9'(x)
Konacno rjeSenje je :
f(2) =x2—y2+5x+y—%+i(2xy+5y—ﬁ
X + y X"+ y

- J#(x) = —x + C

-x + O)
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5.1:

5.2:

5.3:

5.4:

5.5:

5.6:

pismeni br.5

Odrediti derivaciju skalarnog polja u(x, y) = 2xy + y* u tocki (\/5 ,1) elipse

2 2
X . . . vy
—+ y? =1 u smjeru vanjske normale u toj tocki.

4

Izratunati cirkulaciju vektora @ = zy*i +xz2j + yx*k duz krivulje

C...{x = v+
x = 9

Pokazati da je polje @ = J le il ijz :_ zxy k polje potencijala i odrediti
+ x"y’z

potencijal.

Rijesiti diferencijalnu jednadbu xy’ — y = (x + y)In .
X

Odrediti ortogonalne trajektorije familije x> + y* = 2ay .

Odrediti partikularno rjesenje diferencijalne jednadzbe y" + y = —sin 2x, koje
zadovoljava pocetni uvjet y(rz) = y'(z)=1.
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RJESENJA

5.1:  Odrediti derivaciju skalarnog polja u(x, y) = 2xy + »* u to¢ki (JE ,1) elipse

2 2
XT + y? =1 u smjeru vanjske normale u toj tocki.

_2 L
slika 5.1 — zadatak 5.1

Potrebno je izraCunati u

-cosa+uy| -cos f3,
T T

gdiesuu, | ,u, | parcijalne derivacije od u u tocki T, a cosa i cos £ kosinusi smjera

T T
jedini¢nog vektora normale.

x—2 _y-1
HT) (D)
M) + (1) _

NI (D) + y*(T)

I (05 WS (0 W
VEM+T) JE D+

x =2cost , y:\/Esint —>5c:—2sint,j/:\/zcost
—) = 2 , J— :1 —) _— :—»\/E’ _ :1

() ) ) )

Vanjska normala i njezin jedini¢ni vektor je

P Ny BRI U S R

3 NE

kako su ux| :2,uy| = 24/2 +2, konatno je
T T

Tangenta u tocki T ima jednadzbu pa je vektor tangente

t=xT)i+y(T)j —>t°=

Kod nas je

u

X

-cosa+uy|-cosﬂ :¥(\/§+3).

T T
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5.2:  Izratunati cirkulaciju vektora @ = zy*i +xz2j + yx*k duz krivulje

C...{x = i+
x = 9

Krivulja je kruznica paralelna s yz ravninom: y2 +22=9x=9

slika 5.2 — zadatak 5.2

Racunamo j;c—zdf = ii;zyzdx +xz°dy + yx*dz

C C
JednadZba kruznice u parametarskom obliku
y = 3cost,z = 3sint > dy = -3sintdt,dz = 3costdt, dx = 0

2z

§adf = §zy2dx + x2dy + yx’dz = j (—243 sin® ¢ + 729 cos® f)dt

C C 0

2 : 2
= -243(- cos t + %cos3 0| + 729(% 4 S 2
0

)| = 729z

0

Drugi nacin:

Prema Stokesovom poucku je: §5d17 = ”rol& -1°dS
D,

aQ

> o = (x* = 2z) + (OF - 2x0)) + (22 - 2y2)k, 7° =0

mdd? = H rota -i’dS = J] (x* —=2zx )dydz =T [i(Slr — 1877 sin t)dr} dt =729x
C D, D,

) oLo

yzi + zx] + xyk

~—— — Pbolje potencijala i odrediti potencijal.
I+x°y°z

5.3:  Pokazati da je polje a =
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Polje je potencijalno ako je rota =0 < — oR 8Q & — op 6_R Q O_P
oy 0z 0z Ox Ox Oy

Lako se pokaze da je tome tako.
Odredimo funkciju u(x, y,z) za koju je gradu = a tj. za koju vrijedi

a—M—P& 6_u_Q& 8_u_R Bltceu—jﬁderf(y,z) gdjeje f(y, z) —
Ox oy 0z
konstanta integracije. Dobivamo
d(xyz) ..
j =actg(xyz)+ f(y,z). Nadalje je
L+ (xyz)?

ou zx zx
= = = =+ , —> N = O —> 5 =
& Q=1 fEpeR T3 2y /y 0 2) /y 0 2) Sy, 2)

Prema tome trazena funkcija je u =u(x,y,z) = arctg(xyz)+C.

Ty

5.4:  Rijesiti diferencijalnu jednadzbu xy"'—y = (x+ y)In al
Jednadzbu mozemo zapisati u obliku y' = % +(1+ %) In(1+ %)

Radi se o homogenoj jednadZbi. Supstitucija u = % >y =u+ xd—z
To nam daje jednadzbu u+x%=u+(1+u)ln(1+u).

Nakon separacije varijabli
dx _ du
x  (l4+u)ln(l+u)
Konaéno rjesenje y = x(e“ —1).
slika 5.3—22adatak 5.4

—>InCx=In(ln(1+u)) > y=x(e" -1)
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5.5:  Odredi ortogonalne trajektorije familije x* + y* = 2ay.

Diferencijalna jednadzba familije x* + y*> = 2ay dobije se eliminacijom parametra a iz
2xy

2 2

X =y

jednadzbe i njezine derivacije.To vodi do jednadzbe ' =

Zamijenimo li u toj jednadzbi y’" sa —— dobit ¢emo jednadzbu ortogonalnih trajektorija,

., =X ,
§.y = )y =

2xy y

(')
X
Dobivena jednadzba je homogena .Uobicajena supstitucija
daje jednadzbu
2
u+xﬂ= u 1 —)—@= Zudti —>ln£=ln(l%ruz)—>£=1+u2
dx 2u x l+u X X

vratimo se na supstituciju u = 2 dobivamo konaéno rjeSenjex” + y° = Cx. A to je familija
X

kruznica s centrom na o0si X.

slika 5.4 — zadatak 5.5

5.6:  Odredi partikularno rjeSenje diferencijalne jednadzbe y" + y = —sin 2x , koje
zadovoljava pocetni uvjet y(z) = y'(r)=1.

Karakteristi¢na jednadzba 7> +1=0 jednadzbe ima konjugirano kompleksne korjene
h, =30,

Prema tome opce rjeSenje homogene jednad?beje y = C, cos x + C, sin x.
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Da bismo odredili opée rjeSenje nehomogene jednadzbe, polazeéi od pretpostavke da je ono
oblika y =C (x)cosx+C,(x)sinx sagradimo sustav

’ !
C,cosx + C,sinx = 0
! !
—C,sinx + C, cosx = -—sin2x
Rjesenje sustava je (C/, C;) = (sin 2x sin x,— sin 2x cos Xx)

Integriranjem dobivamo
Ci(x)= %sin3 x+D, , C(x)= %cos3 x+D,
Konacno rjesenje
y=D,cosx+D,sinx +%sin 2x
partikularno rjesenje dobijemo uvrstavanjem pocetnog uvjeta. Izlazi :

D =-1&D :—l.Tako dobivamo konac¢no rjesenje : y:—cosx—lsinx+lsin2x
: 3 3 3
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