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6.1:

6.2:

6.3:

6.4:

6.5:

6.6:

pismeni br.6

Koristenjem Greenove formule izracunati povrSinu krivulje

2
a

b* . L.
x=-—cos’t , y=-—sin’t, (a,b —poluosi elipse ,c =va’> —b> )
c c

Izradunati cirkulaciju vektora @ =1+ x> + y> i + y(xy +In(x + 1+ x* + y*) j duz

v . 2 2 .. . .
kruznice x° + y~ = 2Xx pozitivno orijentirane.

C oy . 2yz - 2xXz - 2%y —
Pokazati da je polje a =(i2—lz—¥)i +(i2—iz—¥)j+(lz+iz+¥)k
vy oz x x° oz X z

polje potencijala i odrediti potencijal.
Rijesiti diferencijalnu jednadzbu (xcos y + sin2x)y' =1

Odrediti sve krivulje u ravnini koje imaju svojstvo : ako bilo kojom tockom
polozimo pravce paralelno s koordinatnim osima do presjeka s tim osima, tada je
povrsina dobivenog pravokutnika podijeljena krivuljom u odnosu 1:2.

Odrediti ono rjesenje diferencijalne jednadzbe y" —2y" + y' =4(sinx + cos x ) , koje
zadovoljava pocetni uvjet: y(0)=1; »'(0)=0, y"(0)=-1
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RJESENJA

6.1:  KoriStenjem Greenove formule izra¢unati povrSinu krivulje

2 2
a b~ . .
x=-—cos’t , y=—sin’t, (a,b —poluosi elipse , c =va’ —b* )
c c

P= %ii;(xdy — ydx) , krivulja E je sli¢na evoluti elipse.
E

slika 6:1 — zadatak 6.1

2 2

Kako je dx = —3a cos” tsintdt dy =£sin2 tcostdt bit Ce:
c c
2z 272
P = 1 it; (xdy — ydx) = 1 I 3a 2b ( cos* ¢ sin® t + cos® ¢ sin® t)dt
2% 24 <
212 27 212 : 27 212
:3a12) Isinztcosztdt:3al; 1_51n4t | :3ab27r
2c7 2c 8 32 0 8c

6.2:  IzraGunati cirkulaciju vektora @ =1+ x> + y* i + y(xy + In(x + /1 + x> + y*) j duz

kruznice x* + y* = 2x pozitivno orijentirane.

slika 6.2-zadatak 6.2
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Primjenimo Greenovu formulu §a -dr = §P(x v)dx + Q(x, y)dy ”(— - 8—P)a’xdy gdje

K

je S povrsina kruga.

aQ 2 6 y 00 aP_z

= 5 =
1/1+x +y° 8y VI+x7+y? ox oy

Uvodimo polarne koordinate x =rcos¢, y =rsing ,dxdy = rdrd¢
Tako dobivamo

j j (———)dxdy j [ y2axdy
/2 2cos ¢

Granice integracije su: ¢ | ir (Vidi sliku 6.2)
—m/2 0

J‘J‘ yzdxdy = ﬂjz |:2T¢r3 sin’ ¢dr}d¢ =4 ﬂjz cos” ¢Sin2 pdo =
s

-r/2 0 /2

/2 /2 /2 /2
=4 si’ ¢C0S ¢ | I sin® gcos” pdg p =2 J. sin” ¢cos’ gpdg =2 {Q_sm4¢} | =z
—7/2 —-7/2 —z/2 32 |z 4
6.3:  Pokazati da je polje
= (5 -2 2 (B2 25 (Y X 2O0E olie potencijala i
yo oz X x° z0 oy y z

odrediti potencijal.

Ovdje su:
z y 2yz z x 2xz Yy x  2xy
T

Treba provjeriti da vrijedi: R = @ & op = R & 9 = op
0z oz Ox ox Oy

Kako je to ispunjeno, treba odrediti funkciju u = u('x, y,z ) tako da bude

d_p g Pop & H_p
ox oy 0z
Integriranjem bilo koje od gornje tri jednadzbe dobiva se:
u :u(x,y,z):i2 x——y+lz+C
¥ z x’

6.4:  Rijesiti diferencijalnu jednadzbu (xcosy +sin2y)y’ =1.
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Jednadzbu treba napisati u obliku

? = xcos y+sin2y, gdje je trazena funkcija x = x(y)
y

Rijesimo pripadnu homogenu jednadzbu

dx sin y

—=xcosy > x=Ce™’

dy

RjeSenje nehomogene jednadzbe trazimo u obliku x = C(y)e

treba odrediti.

sin y

, gdje je C(y) tunkcija koju

sin y

Uvrstimo derivaciju ? =C'()e™” + C(y)e™ cos y unehomogenu jednadzbu.
'y
Dobivamo C'(y) = e ™7 sin 2y — C(y) = —2e¢ ™'(iny + 1) + D.

Uvrstimo dobivenu vrijednost od C(y) u x = C(»)e™” dobit éemo opée rjesenje

sin y

nehomogene jednadzbe x = —2(sin y + 1) + De

6.5:  Odrediti sve krivulje u ravnini koje imaju svojstvo: ako bilo kojom tockom
polozimo pravce paralelno s koordinatnim osima do presjeka s tim osima, tada je
povrsina dobivenog pravokutnika podijeljena krivujom u odnosu 1:2.

Jos§ je Arhimed (-287,-212) znao da je povrSina parabole y x” nad intervalom [0, a]

jednaka treéini pravokutnika osnovice a i visine a’, .tj. P = 3 a - a’.Danas je nama

I x’ 1
lako pokazati da je to tako . Doista, P = j x’dx = 3 3
0 0

a

a - a’. Lako je sada

zakljuciti :da je ostatak pravokutnika jednak % a’, te da parabola dijeli pravokutnik u

omjeru 1 : 2 .Dakle, parabole imaju traZzeno svojstvo. Iz integralnog racuna znamo da se

povrsina krivulje y = f(x) na intervalu [O, a] racuna po formuli P = I | f (x)|dx.
0

Prema uvjetima zadatka, treba bitiji |y|dx : (|xy| - ji|y|dx) = 1 : 2. Odovuda sljedi
0 0

3j |y|dx = |xy| (1)
( Podsjetimo se :trostruka povrsina ispod parabole daje povrSinu pravokutnika ).

Deriviranjem (1) dobivamo 3|y| = |xy| < 3y = £(y + x').Todaje dvije

jednadzbe sa separiranim varijablama : 2y = xy' odnosno — 5y = xy'.

NjihovarjeSenjasu y = *C’x* odnosno y = +

(vidi sliku 6.3)

5115
|x

57



Praktikum Matematika I11 Priredio D.Jovici¢

Sa slike je vidljivo da uvjete zadatka zadovoljavaju samo parabole.

slika 6.3-zadatak 6.5

2.5
2
N 1.5
AN N ) /
N W
0.5
| S
-2 -1 1 2

6.6:  Odrediti ono rjeSenje diferencijalne jednadzbe y" —2y" + y' = 4(sin x + cos x) , koje
zadovoljava pocetni uvjet: y(0)=1; »'(0)=0; y"(0)=-1

Karakteristi¢na jednadzba jednadzbe > —2r* +7 =0 ima korijene 7, =0, r; =1 paje
opce rjesenje nehomogene jednadzbe y =C, -1+ C, -e* +C,xe".

Odluc¢imo se za varijaciju konstanata i sastavimo sustav:

! !

¢, -1 +C, - ¢ + C, - xe* = 0
+ C, e + C, (1 + x)e" = 0
+ C, e + C,(2 + x)e = 4(sin x + cos x)

Rijesimo li sustav dobit ¢emo:

! ! !

C, = 4(cos x + sin x), C, = 4 + x)(cos x + sin x), C, = 4(cos x + sin x)
Integriranjem izlazi:

C,(x) =4(sinx —cosx)+ D,
C,(x)=2sinx+ x(sinx —cosx)+ D,
C,(x) =4(sinx—cosx)+ D,

Opée rjesenje je:
y=D,+D,e" +D;xe’ +(4—2e" +5xe")sinx —(4+5xe")cosx
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7.1:

7.2:

7.3:

7.4:

7.5:

7.6:

pismeni br.7

Funkciju f(x) = |sin x| razviti u Fourierov red na intervalu [- 7, 7].

Neka je u(x,y,z) = xy—z>. Odrediti veli¢inu i smjer vektora graduu tocki
M(-9,12,10). Kolika je derivacija u smjeru vektora koji s koordinatnim osima
zatvara jednake tupe kutove ?

Izracunati fxdx + ydy + yzdz , gdje je C elipsa

C
x =2sin’t, y =4sintcost, z=2cos’t, (0 <t < )orijentirana u smislu rastuéeg
parametra.

Pokazati da je polje @ = yz(2x + y + 2)i + zx(x+ 2y +2)] + xy(x + y + 2z)k polje
potencijala i izraunati potencijal.

Odrediti krivulje u ravnini kojima tangenta u proizvoljnoj tocki T raspolavlja kut
izmedu ordinate tocke T 1 radijus vektora tocke T.

Rijesiti jednadzbu y" + y' = tgx
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RJESENJA

7.1:  Funkciju f(x) = |sin x| razviti u Fourierov red na intervalu [- 7, 7].

Funkcija je parna, pa u razvoju imamao samo kosinuse (razvoj u red kosinusa)

a, :zj-sinxdxzz(—cosxﬂ :i
T Vs 0o T

a, = zjsin X cosnxdx = lj [sin(l —n)x +sin(l + n)x]dx
ﬂ: 0 7 0
Integriranjem dobivamo :
B _l{cos(l —n)x  cos(l+ n)x}r B _l{— (cosnz+1)  —(cosnz + 1}

n

T 1-n 1+n 0 T 1-n 1+n
Zbrojimo li izraze u uglatoj zagradi dobivamo :
—;; za n=2k
a,=y mn -1
0 zan=2k-1
Kona¢no imamo ;
4 cos 2kx

|sin x| = 2 - —
7 7o QREk-DR2k+1)

slika 7.1- zadatak 7.1- jedan eélan
1
0.8

0.6
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slika 7.1- zadatak 7.1- tri elana
1

0.8

0.6

-3 -2 -1 1 2 3

7.2: Nekaje u(x,y,z)=xy—z". Odrediti veli¢inu i smjer vektora gradu u tocki

M(-9,12,10). Kolika je derivacija u smjeru vektora koji s koordinatnim osima
zatvara jednake tupe kutove ?

Prema definiciji derivacije u smjeru vektora treba izraunati :

@=gmdu-70 =8_u| -cosa+8—u| -cosﬂ+a—u| -COSy
dl OX OX OX
. 1 1 1 e
gdje su (cosa , cos f , cosy)=(——=,——=,——=) komponente jedini¢nog vektora u
V3T 3B
smjeru / .

Nadalje je u tocki M gradu | =12i =97 —20k , pa je konagno: %:gradu-fo =
M
Norma |gradu| = 144 + 81 + 400 = 625 = 25.

[E—
W]

7.3:  IzraCunati j;xdx + ydy + yzdz , gdje je C elipsa
C
x=2sin’t, y=4sintcost, z=2cos’t, (0<t<r) orijentirana u smislu rastuéeg
parametra.

Da bismo izrac¢unali integral potrebno je odrediti xdx + ydy + zdz

x = 2sin®t — dx = 4sintcos tdt — xdx = 8sin’ t cos tdt
Kakoje y = 4sinfcost — dy = 4 cos 2tdt — ydy = 4 sin 4tdt

z = 2cos’t = dz = —4costsintdt — zdz = -8 cos’ t sin tdt
dobivamo prije svega
xdx + ydy + yzdz = (16 cos’ ¢t sint — 8 sin’ ¢ cos t — 32 cos® ¢ sin’® ¢)dt,
potom je §>xdx+ vdy + yzdz = I—32cos4 tsin” tdt

C 0

(jer suj 16 cos’ ¢ sin tdt = O, I — 8sin’ fcos tdt = 0)
0 0
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Izracunajmo posljednji integral

P .3 3 x P
I — 32 cos* ¢t sin® tdt = -32 s 7 cos 1t | + 3 I sin® ¢ cos® tdt| =
0 6 0 6 0
= 32 3 I sin® ¢t cos® wdt| = - % [1 .. 4t} | = 2r
6 6 |8 32 |

7.4:  Pokazati daje polje @ = yz(2x+ y+2)i +zx(x+2y+2z)] +xp(x + y + 22)k polje
potencijala i izraCunati potencijal.

Trebabiti rota=0< (R, =0, & P =R & QO =P)
Kako je to ispunjeno, trazena funkcija © =u('x,,z ) dobije se integriranjem
u(x,y,z)= IP(x,y,z)dx—kf(y,z) =X yz+xy’z+xyz" + f(v,z)
Kako, nadalje, mora biti Z—u =xz(x+2y+z),as druge strane takoder i
y

Z—u=x22+2xyz+xzz + 1, (y,2), odavde slijedi £, (y,z)=0-> f(y,z)=C.
y

Konacnoje u=u(x,y,z)=xyz(x+y+z)+C

7.5:  Odrediti krivulje u ravnini kojima tangenta u proizvoljnoj tocki T raspolavlja kut
izmedu ordinate tocke T 1 radijus vektora tocke T.

8 /
6 /
//

slika 7.2 zadatak 7.5

Prema uvjetima zadatka mozemo pisati da vrijedi

a+%=%—>}/=7r—2a—>tg7/=—tg2a

!

o 2
Kako su : tgy = Xy tga = y' mozemo pisati tgy = —tg2a < EAN 4
y y Iy
Rijesimo posljednju jednadzbu po )" dobivamo homogene jednadzbe

12
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2
y' = L1 i+ (Zj koje se svode na jednadzbe sa separiranim varijablama:
X X
dx 4 du

X 1+’ .
Integriranjem dobivamo familije parabola simetricno rasporedenih u odnosu na os apscisa
(vidi sliku 7.3):

C 2 1 C 2 1
y=—=X —— Odnosno y=—-——X +—.
2 2C 2 2C

3 -2 Y i

4

slika 7.3 — zadatak 7.5
7.6:  Rijesiti jednadzbu y" + y' =tgx

Karakteristi¢na jednadzba »° + 7 =0 ima rjeSenja 7, =0 ,T,3 = ti paje opCe rjeSenje
homogene jednadzbe y =C, -1+ C, cos x + C, sinx

Opce rjesenje nehomogene traZzimo u obliku

y=C/(x)-1+C,(x)cosx+C,(x)sinx

gdjesu C(x) , C,(x) , C,(x) traZzene funkcije koje zadovoljavaju

sustav:
! ! ! .
¢, +C, cosx +C,sinx = o
! !
-C, sinx +C, cosx = o
! !
-C, cosx -C, sinx = 1gx

Ako rijeSimo sustav i integriramo, izlazi:

Cl(x):ln|cosx|+D1, C,=cosx+D,, C3(x):sinx—ln(tg(%Jr%))JrD3

Uvrstimo dobivene vrijednostiu y = C;(x) - 1 + C,(x) cos x + C,(x) sin x
dobivamo:
vy = D 4+ D,cos x + D,sinx + 1+ 1n|cos x| — sin x lntg(g + %)‘
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8.1:

8.2:

8.3:

8.4:

8.5:

8.6:

pismeni br.8

IzraCunati ifc‘z-d? ,edieje @ =(xz+y)i +(yz—x)j —(x* +y*)k ikrivulja C
C
kruznica x*> + y*> =4,z =3.

Naéi cirkulaciju vektora @ = yi —2zj + xk duz krivulje.

2x* —y*+z> = R’
Tl
odgovor Stokesovim pouckom.

pozitivno orijentirane u odnosu na vektor i . Provjeriti

Izratunati tok vektorskog polja @ = xi —y j —xyzk kroz vanjsku stranu plasta
valjka x> + y* =1 ograni¢enu plohom z =0 i hiperboli¢kim paraboloidom

2 2
z=x"—-y".

Odrediti krivulju koja prolazi tockom (0.5,—1), i ima svojstvo da je duljina
segmenta $to ga na osi x odsjeca tangenta, jednaka kvadratu ordinate diralista.

Odrediti ortogonalne trajektorije familije krivulja x* + y° = 2ax .

Odrediti rjesenje diferencijalne jednadzbe y"” —5y" +8y' —4y = e** koje
zadovoljava pocetni uvjet y(0)=1; y'(0)=0; »"(0) =-2.
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RJESENJA

8.1:  IzraGunati §&-d}7 edieje a=(xz+ )i +(yz—x)j —(x* +y*)k 1ikrivulja C

C

kruznica x> + y> =4,z =3.

slika 8.1 — zadatak 8.1
a) prvinacin:
NapiSimo parametarsku jednadzbu kruznice: x =2cost , y=2sint , z=3.
Slijedi : dx = —2sintdt , dy =2costdt , dz=0
a-dr = (xz + y)dx + (yvz — x)dy — (x> + y*)dz,paje

2z
§a 7= I[(6 cost +2sinz)(=2sint) + (6sint — 2 cost)2 cost |t
C 0

27

27
= J.—4(cos2 t+sin’ t)dt = —4_[dt — _8r
0 0

b) drugi nacin:

Primjenom Stokesova poucka

§C7'dl7 = IIFOl&'ﬁOdS ,gdieje X =x>+y> <4 kruguravnini z=3.
py

C

i J k
9 9 9 = 3yi+3xj -2k , ﬁO:l;,dS:M=dxdy
o oy 0z [cos 7]

2 2

xzZ+y yz—x —x°-—

§c7 -dr = ”rotﬁ 7°dS = —2”dxdy =-8r.
c p D,
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2x* -y’ +z° = R’
y = X
pozitivno orijentirane u odnosu na vektor i . Provjeriti odgovor Stokesovim pouckom.

8.2:  Naéi cirkulaciju vektora @ = yi —2zj +xk duZ krivulje {

a) prvinacin:

Presje¢na krivulja ima parametarske jednadzbe :

x=Rcost , y=Rcost , z=Rsint

dx =—-Rsintdt , dy=-Rsintdt , dz= Rcostdt

a-dr = ydx—2zdy + xdz = [— R’ costsint+2R*sin’ t + R’ cos’ t]dt

2z
Ic? 7= H—Rz costsint +2R*sin’ t + R* cos’ t]dt
C 0
Kako je prvi integral jednak nuli preostaje :

2 2z . 27 ; 2z
2R* [ sin’ tdt + R [ cos® tdt = 2R’ B— " 2t}| +R [i+ S”tht}' —3Rx
0

0

4 2

0 0

slika 8.2 — zadatak 8.2

b) drugi nacin:
Pomoéu Stokesova poucka: §c‘z dr = ” rotd - in’dS
by

S N L e I 7/
i — il NGl cos /] xdz

| ~
|Q)>-1

;
9

ox oy Oz

y -2z x

_ % = i\;zj(jerkrivulja leziuravnini x — y = 0).

Ovdje je i’

Konaéno je: f& -dr = J-zjrotc‘z -1’dS = g%ﬁdxdz =3R’rx.

9}
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8.3:  Izratunati tok vektorskog polja @ = xi — y j —xyz* k kroz vanjsku stranu plasta
valjka x* + y* =1 ograni¢enu plohom z =0 i hiperboli¢kim paraboloidom
2 2
z=x"—-y".

slika 8.3 — zadatak 8.3

Tok mozemo izracunati po formuli (vidjeti u 6. u popisu literature)
4 |:f2 (Rcos¢,Rsin ¢)

H=R.[ I(é-ﬁo)dz}qé , gdje su ¢,,¢,-granice od ¢, a f,(x,y)<z< f,(x,»)

¢ | fi(Rcos¢g,Rsing)
granice od z, a R radijus cilindra x* +y* = R>.
U naSem slucaju kako imamo dva simetri¢no postavljena dijela cilindri¢ne plohe, pa je
714 | cos® g—sin’ ¢
=2 'f j(cosz¢—sin2 ¢)dz d¢ jerje a-n’ =x"—y> =cos’g—sin’¢,a
-4 0

ﬁ°=x7+yf.

Bit ¢e dalje
/4 2 /4 T
M=2 | [cos’¢—sin® g] dp =2 [cos®29dy -2
-z /4 -z /4

8.4:  Odrediti krivulju koja prolazi tockom (0.5,—1), 1 ima svojstvo da je duljina
segmenta sto ga na osi x odsjeca tangenta, jednaka kvadratu ordinate diralista.

Iz uvjeta zadatka dolazimo do linearne jednadzbe za trazenu funkciju x = x()
Naime dobivenu jednadZzbu x — l’ =y’ valja zapisati u ekvivalentnom obliku

dy y '

Opée rjesenje homogene jednadzbe je x = Cy.
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Potrazimo opce rjesenje nehomogene jednadzbe u obliku x = C(y)y, gdje se funkcija
C(y) odreduje iz zahtjeva da C(y) i C'(y) zadovoljavaju nehomogenu jednadzbu.

Izlazi C(y)=-y+ D, gdje je D konstanta integracije.

Kona¢no rjesenje nehomogene jednadzbe x =—y> + Dy

Uvrstavanjem pocetnog uvjeta dobivamo konstantu D = —% , pa je posebno rjesenje
krivulja koja prolazi toc¢kom (0.5,—1): x = -y’ —%y (vidi sliku 8.4 )

slika 8.4-zadatak 8.4

4

3 -6 -4 | —2/ /;lf ) 2 4 ] -8 -6 -4 /’

slika 8.4 a) slika8.4 b)

/
o w s

Na slici 8.4 a) tangente sjeku os apscisa u to¢kama €ije su apscise jednake kvadratima
odgovarajuc¢ih ordinata njihovih diralista.
Na slici 8.4 b) medu parabolama istaknuta je ona koja prolazi tockom 7°(0.5,—1)

8.5:  Odrediti ortogonalne trajektorije familije krivulja x* + y* = 2ax .

Ako iz jednadZbe 1 derivacije eliminiramo parametar a, dobivamo jednadzbu familije
kruznica

2 2

y' = Y 2_ ally Zamijenimo u toj jednadzbi y' — —i, dobivamo homogenu jednadzbu
xy
2(%) , du
y' = —xz Susptitucijomu = =, y' = u + x — dobivamo jednadZbu
g x ’
1_ .
x
2
sa separiranim varijablama ax = m Integriranjem dobivamo x* +y° = Cy

X u(l+ u’ )
Rjesenje predstavlja familiju kruznica s centrom na osi y. (vidi sliku 8.5)
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slika 8.5 — zadatak 8.5

8.6:  Odrediti rjesenje diferencijalne jednadzbe y" —5y" + 8y —4y = e”* koje
zadovoljava pocetni uvjet y(0)=1; y'(0)=0; y"(0) =-2.

Karakteristi¢na jednadzba r° —5r° +8r —4 =0 imarjeSenja r, =1, r,, =2

X

Stogasu y, =e* , y, =e”* , y, =xe’* rjeSenja homogene jednadzbe,
a opce rjesenje homogene jednadZbe njihova linearna kombinacija t;.
y=Ce" +C,e™ +xCe™.
Partikularno rjeSenje nehomogene jednadzbe mozemo traziti varijacijom konstanata ili u
obliku 7 = x> 4e**.
Izracunajmo derivacije:
n' = Ae” (2x +2x%)
n"=Ae* (2+8x+4x?)
n" = Ae™ (12 +24x +8x7)

Uvrstavanjem derivacija u nehomogenu jednadzbu dobivamo A4 = % , pa je partikularno

rieSenje n = x'Ade” = %xz

Opc¢e rjeSenje nehomogene jednadzbe je

er

1
y=Ce" +C,e* +xC,e™ +5x2e2x
Uvrstimo li pocetni uvjet dobivamo C, =1 , C,=0 , C, =-1, §to daje posebno
rjesenje

2 2 2
yzex—xex+5xex
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slika 8.6 —zadatallc 58 .6

-3 -2.5 =2 0.5 1
Na slici 8.6 nacrtane su krivulje:
1. y=e" —xe™ +%x2e2)‘-posebno rjesenje., i y(0) = 1
2. ¥ = e + e*(-1 — x + x?))- derivacija posebnog rjesenja, y'(0) = 0
3. y" = e*(1 + (-3 + 2x7?))- druga derivacija posebnog rjesenja, y"(0) = -2
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9.1:

9.2:

9.3:

94:

9.5:

9.6:

pismeni br.9

Odrediti derivaciju skalarnog polja u(x,y,z) = x> + y* + z* u tocki M krivulje
7(f) = Rcoti + Rsin¢j + atk u smjeru tangente u tocki M, kojoj odgovara

Vs
parametar ¢ = 5

Odrediti cirkulaciju vektora @ = y*i +xyj + (x* + y*)k du presjeka paraboloida
x*+y’ =Rz ravninama x>0;y >0,z =R . Rezultat provjeriti Stokesovim
pouckom.

Odrediti opée i singularno rjesenje jednadzbe y = xp’ +/1+ " .

Odrediti ono rjesenje diferencijalne jednadzbe y" —3y" +3y'— y = 2e”.
Koje zadovoljava pocetni uvjet : y(0) =1;y'(0) = 3; »"(0) = 5.

Izratunati tok vektora @ = xzi + yzj + z°k kroz vanjski dio sfere x> + y* +z> =9
odsjecen ravninom z =2 (z > 2).

Pokazati da je polje rota polje potencijala, ako jea = —xy*i — yz° j + zx’k .
(3,4,5)

Odredi potencijal 1 izracunaj jrotd -dr
(LL1)
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RJESENJA

9.1:  Odredi derivaciju skalarnog polja u(x, y,z) = x> + y* + z° u to¢ki M krivulje
7(t)= Rcosti + Rsint j +atk u smjeru tangente u to¢ki M, kojoj odgovara

Vs
parametar ¢ = 5

slika 9.1 — zadatak 9.1

Tocka kojoj odgovara parametar ¢ =% ima koordinate M = (O,R,%) i potrebno je

izraCunati derivaciju u smjeru tangente u toc¢ki M tj.

ﬂ:Ux| -cosa+Uy| -cosﬂ+UZ| -cosy,

dt M M M

gdiesulU,| , U, | , U_| parcijalne derivacije funkcije u tocki M, a
M

M M
cosa , cos B, cosy kosinusi smjera jedini¢nog vektora tangente.

U/ =2x=0, U,| =2y=2R , U.| =2z=ax
M M M
jednadZba tangente u bilo kojoj tocki M je " Y —.y Mo E7 2 gy
Xm Yu Zu
ar
x _y-R_*T 5
=2 = pa je vektor tangente
-R 0 a

~0 -R a

=( ,0, ), a iz toga sljedi:
V&’ +R> Na*+R’

- a
cosg=— , cosff=0 , cosy =—
va® +R? va’ +R?
Konacno je :
dU - a’r

— = gradF - t° =

dt Na® + R’
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9.2:  Odrediti cirkulaciju vektora @ = y*7 + xyj + (x> + y*)k duz presjeka paraboloida
x>+ y* = Rz koordinatnim ravninama (x > 0; y > 0; z = R).Rezultat
provjeriti Stokesovim pouckom.

a) direktno
Krivulja C se sastoji od tri luka C =C, +C, + C;, gdje suredom :

C, —luk parabole x> =Rz, y=0

C, —luk parabole y* =Rz , x=0

C, —luk kruznice x> +y*=R*> ,z=R
[a-dF =[a-dF + [ a-dr + [a-drF

C G G 3

jé-df :Ej‘dex:_Iﬁ

~

303 3 3 2 310 R
ja-dF:—R J(sin t—cos” tsint)dt = R ‘:cost——cos t} | =—
C3 /2 3 V4

Ukupno: j a - dr

C

slika 9.2 — zadatak 9.2

b) pomocu Stokesova poucka

mﬁ'df - J-J.(rota 71’ )dS = _U ydxdy = ”J/ﬁﬁ[”z Sin¢]dr:|d¢ =
_ ”Iz{sin¢{g}|z }d¢ - R?3”£25in¢d¢ = %3[_6%],,';2 _ ?3
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9.3:  Odrediti opée i singularno rjesenje jednadzbe y = xp’ +4/1+ "> .

Uvedemo li zamjenu y’ = p dobivamo y = xp ++/1+ p* Deriviranjem po x dobivamo :

p=p+xd—p+Ldp—>d—p(x+ P )=0

dx 1+p23 dx 1+ p?

Ako je fl—p =0—> p=C—y=Cx++1+C?, §to predstavlja familiju pravaca. Dakle opée
X

rjeSenje je y = Cx +1+C”
P _gsx=—r>

1/1+p2 \/1+p2

Da dobijemo singularno rjesenje eliminaramo parametar p iz jednadzbi:

Ako je x+

p

\/1+p2

dobivamo x’° + y* =1, §to predstavlja anvelopu familije pravaca.
(vidi sliku 9.3)

y=xp+il+p° & x=-

N
A\
i\

A\
NN

NS |

slika 9.3 — zadatak 9.3

9.4:  Odrediti ono rjesenje diferencijalne jednadzbe y" —3y"+3y'—y =2e" koje
zadovoljava pocetni uvjet : y(0) =1;'(0) = 3; y"(0) = 5.

Karakteristi¢na jednadzba r° —3r° +3r —1=0 ima trostruki korijen 7, , ; =1

Shodno tome su y, =e* , y, =xe* , y, =x"e" rjeSenja homogene jednadzbe, a njihova
linearna kombinacija :

y=Cy, +C,y, +C;y, =(C, +xC, +x’C,)e" opée rjesenje homogene jednadzbe.

Partikularno rjeSenje trazimo u obliku 7 = x° 4e*
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Da bismo odredili konstantu A izrac¢unajmo derivacije 1 uvrstimo ih u nehomogenu
jednadzbu, bit Ce :

n' =Ae*(3x* +x°)

n" = de* (x* +6x° + 6x)

n" = Ae*(x’ +9x° +18x +6)

Nakon sredivanja dobivamo A = % , Sto daje = %x3 e.

Konaéno opée je rjesenje jednadzbe y = (C, +xC, +xC;)e" +§x3ex

Da dobijemo posebno rjesenje izraCunamo derivacije i uvrstimo pocetni uvjet . Tako
dolazimo do sustava :

C, = 1

C, +C, = 3

C, +2C, +2C, 5
Rjesenje sustava je uredena trojka (C,,C,,C;) =(1,2,0)

Posebno rjesenje je : (1+2x + %x3 Ye*

9.5:  Izratunati tok vektora @ = xzi + yzj + z*k kroz vanjski dio sfere x* + y*> +z> =9

odsjecen ravninom z =2 (z > 2).

slika 9.4 — zadatak 9.5

a) prvi nacin
o graa’[)c2 +y*+z2° —9] _xXi 4y +zk g5 = dxdy _ 3dxdy

. Hgma’lx2 +yt+z° —9” - 3 eosy| 2
2 2 3
(@-i")ds = {(’“ ty)ztz ~é}dxdy=
Prema tome je tok J;I LJ);[ 3 z
- ”[XZ +y° + Zz]dxdy = ”9dxdy = 9IJ.dxdy =457
Doy Dxy Dy
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b) drugi nacin
Primjenimo teorem o divergenciji ” (@-n°)ds = HIdz’v&d v
S Vv

Kako je diva = 9P L0 R 4. bitce [[[divaav = 4[| zdzdyd:x
ox Oy Oz 5 .
Uvedemo li cilindri¢ne koordinate: x = rcos¢ , y =rsing , z =z, granice integracije ¢e
NG 2z \/ﬁ
biti: r| , ¢| , Z | . Nadalje imamo da je tok
0 0 2
27| 5[ V9~ 27| V5| ,2V9-
=4[] jzdz rdridp =41 [ | = | rdrd¢:
0|10 2 0] 0 2 2
27z_\/§
=2J' J.[S—rz}dr ¢ = ZJ' [5r r]dr ¢ =
00
7] 2 4745
=2[|5—-—|| dp=25x
0L 2 4 0

Treba joS oduzeti tok kroz krug x4 y2 =5,z =2, koji iznosi — 207 .
to daje ukupni tok /7 =257 —(-20x ) =457

9.6:  Pokazati da je polje rota polje potencijala. Odrediti potencijal i izraCunati
(3,4,5)

rota - dr.
(L,L1)

Da bi polje rota bilo potencijalno mora biti rot(rota) =0

I J k i j  k
rot(rotd) = rot 2 2 2 = rot[2zy1 +2xz] + 2xyk] 8 ﬁ 2 =0
ox 0 0z ox oy 0Oz
—xy’  —yz’ oz’ 2yz 2xz 2xy

Trazimo funkciju U(x,y,z) za koju vrijedi gradU = rota ili
U +U,j+Uk =2zyi +2xz j +2xpk

Drugim rje¢ima funkcija U(x,y,z) zadovoljava :
U,=2yz ,U,=2xz, U, =2xy
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Integriranjem npr. prve jednadzbe dobivamo U(x,y,z)=2xyz+ f(y,z), gdje je
f(v,z) konstanta integracije i ne ovisi o x . Odredimo f'('y,z ) koristimo drugu od
gornjih jenakosti prema kojoj je

U, =2xz odnosno U | =2xz+ f (y,2)

Iz te dvije relacije sljedi f),(y,z)=0,4. f(y, z) = C,paje
U, y,z) = 2xyz + C
Dakle vrijedi dU =U dx+U ,dy +U_dz = 2yzdx + 2zxdy + xyddz = rota - dr

Na osnovi toga je
(3.4.5) (3.4,5) (3,4,5) (3.4,5)
Irotﬁ S dr = _[ du = U(x, y, z) | = 2z + C] | = 118

(LL,1) (1,1,1) (LLD (LLD

Integral moZemo izracunati i na drugi nacin. Kako je polje potencijalno, krivuljni
integral ne ovisi o putu, ve¢ samo o pocetnoj 1 zavrsnoj tocki.

Pravac AB, gdjesu 4=(1,1,1) , B=(3,4,5) ima parametarske jednadzbe
x=1+2¢t , y=14+3t , z=1+4¢. Tocki A pripada parametar t =0, tocki B,
parametart = 1.

Integral nakon sredivanja postaje:

(3,4,5) 1 t2 t3 1
[roa-dar =2f[o+520+ 720 fir =2 90+ 527+ 727 || =118
(1,1,1) 0 2 3 1o
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10.1:

10.2:

10.3:

10.4:

10.5:

10.6:

pismeni br.10

n
n

1x 11ispitati ponasanje na krajevima

Odrediti interval konvergencije reda z
n+

intervala.

IzraCunati {) e’ [(1 — cos y)dx — (y — sin y)dy], gdje je C kontura podrucja
C
0<x<rm , 0<y<sinx,smjer obilazenja pozitivan.

x’

Rijesiti jednadzbu y' + 2xy = y’e

Odrediti tikularno rjeSenje jednadzbe y" — ' = —2x koje zadovoljava pocetni uvjet
y(0)=0, y'(0)=1, »"(0)=2.

IzraCunati ”(x +y+z)dS , gdje je S gornja polovica sfere
N

x+y’+z7=1,220

Pokazati da je polje @ = (2xy + z)i + (x> —2y)j + xk polje potencijala, odrediti
(3.45)

potencijal i izraGunati Ic? -dr .
(1L11)

78



Praktikum Matematika I11 Priredio D.Jovici¢

RJESENJA

n

10.1: Odrediti interval konvergencije redaz 2

1x” 1 ispitati ponaSanje na krajevima
n+

intervala.

Primjenimo D’ Alembertov kriterij na apsolutne vrijedenosti ¢lanova

a 2" ™ pyl n+l1 . la
reda. || = : =2 |x|—>11m ntl :2|x|<1
a n+2 2"x" n+2 n—»l g

n n

. o 1 1
Prema tome interval konvergencije je < 505 >

Ponasanje na krajevima intervala

Ako je x = —% red je Z% 1 konvergira po Leibnizovom kriteriju.
n=1 +

Ako je xzé red je Z

n=1

1 divergira . Na taj nacin interval konvergencije je zatvoren

. ) 1 1
slijeva a otvoren zdesna tj. | — 5 5 >

10.2: IzraCunati §ex [(l —c0s y)dx —(y —sin y)dy] , gdje je C kontura podrucja
C
0<x<rm , 0<y<sinx,smjer obilazenja pozitivan.

y slika 10.1-zadatak 10.2
1

0.5

& 3
slika 10.1 — zadatak 10.2

Primjenimo Greenovu formulu :

o oQ opP x
§a-dr ='[J'{———}dxdy :—jj yve dxdy =
c g ox Oy S
0 2 sinx 17
:—_[(exy— | )dx:—jexsinzxdx=
Vs 2 0 20
%{ex i_inx(Sinx—Zcosx}EjL%'!e"dx} =%(€” -1)
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10.3: Rijesiti jednadzbu '+ 2xy = y2e* .

Radi se o Bernoullijevoj jednadzbi koju supstitucijom — = z svodimo na linearnu

jednadzbu z'—2xz = —e" . Re§imo je varijacijom konstante.

Homogena jednadzba z'—2xz =0 ima rjeSenje z = Ce* . Rjesenje nehomogene jednadzbe
trazimo u obliku z = C(x)e"2 .Uvrstimo z ,i z' unehomogenu jednadZbu dobivamo
C'(x)e"2 + 2xC(x)e"2 — 2xC(x)ex2 =—e"

ili

C'(x)=-1->C(x)=—x+D

Time dobivamo rjeSenje nehomogene jednadzbe z = (D — x)e"2 .

Vratimo se na supstituciju i dobivamo konacno rjesenje polazne jednadzbe
)= 1 e
z D-x

, gdje je D konstanta integracije.

2.5

slika 10.2 — zadatak 10.3
10.4: Odredi partikularno rjeSenje jednadzbe y" — y" = —2x koje zadovoljava pocetni
uvjet »(0)=0 , »'(0)=1 , »"(0)=2
Karakteristi¢na jednadzba r* —r=0—>7r =0, r,=-1, r, =1

Prema tome homogena jednadzba ima rjeSenja:
n=l,y,=e" ,y,=¢

Opce rjeSenje homogene jednadzbe je njihova linearna kombinacija
y=C,-1+C,-e" +C; e

Opce rjeSenje nehomogene jednadzbe moZemo odrediti na dva nacina:

a) varijacijom konstanata,
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b) pogadanjem partikularnog rjeSenja nehomogene jednadzbe.
U sluc¢aju b) opce rjesenje nehomogene jednadzbe se dobije kao zbroj opceg rjeSenja
homogene i toga partikularnog (pogodenog) rjesenja nehomogene jednadzbe

Iskustvo pokazuje da su studenti ¢esto losi pogadaci, ovdje ¢u stoga provesti obje metode.

a) metoda varijacije konstanata:
Pretpostavljamo da je opce rjeSenje nehomogene jednadzbe oblika:

y=C(x0)+C(x)e +C5(x)e’

Funkcije C,(x),C,(x),C,(x)odredujemo iz sustava

!

! !
C, +C,e” +C,e" = 0

! !
-C,e" +Cyet = 0

! !
+C,e" +C,e" = —2x

! ! !

RjesSenje sustava je uredena trojka (C, ,C, ,C; ) =(2x,—xe",—xe ")

Integriranjem dobivamo :

C,(x)=x>+D,

C,(x)=—=(x-1e* + D,

C,(x)=(x+De " +D,

Nakon uvrstavanja i sredivanja dobivamo opée rjeSenje : y = D, + D,e ™ + D,e* + x’
b) metoda partiklularnog rjeSenja

Pretpostavimo partikularno rjesenje u obliku 7 = x' - Ax (jer je 0 jednostruki korijen

karakteristi¢ne jednadzbe )
Odredimo derivacije ' =2A4x ,n" =24 , n" =0 iuvrstimo u nehomogenu jednadzbu,

dobivamo 4 =1-— 7= x> pajeopéerjeenje y=y, +n7=C, + Ce* + Cye* + x°

10.5: IzraCunati ”(x + y+z)dS , gdje je S gornja polovica sfere
N
x*+y*+z7 =1, z20.

Prvi nacin:
z=A1-(x>+y*) > dS :1/1+sz +zy2dxdy=%dxdy
I-(x"+y7)

[[Gety+2)ds= H[“—y " 1]dxdy

J1I=(x* + %)
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Uvodimo polarne koordinate: x =rcos¢ , y=rsing , dxdy =rdrd¢

1 27
Granice : r| , @ |
0 0

r(cosg+sing) Vdrdd -
ey

_ ! H r( COSI‘”_ *rj’” 4) dr}d;é ; ! { [ rr g =

= T(cos¢ +Sin¢)d¢j\/zzi + T{gr _d¢ =7

2

27

1 2
Naime, pokazuje se da je integral J.(c0s¢ + sin g )d¢J~r—d’/ jednak nuli, bez obzira koju
0 oV1=r ?

2
rodr

V1=r?

1
vrijednost ima j
0

slika 10.3 — zadatak 10.5

Drugi nacin:
Uvedimo sferne koordinate. Buduc¢i da se radi o jedini¢noj sferi bit ¢e
x=sinbcos¢ , y=sin9sing , z=cos 9.

/2 27
Granice : 4 | , ¢|
0

0

Element plohe dS se racuna po formuli

dS =VEG - F*d¢d 9
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dS = JEG — F*dgd9 = sin 9dgd9 , jer je

_ 2 2 2 a2

E = x, +y, + 2z, = sin” §
G=x92+y92+252=1

F o= x5, x4+ Yy, Vg +2z5 25 =0

Na taj na¢in dobivamo

”(x+y+z)dS=

_ Tﬁz[smz Hcos ¢ + sing )] d9}¢ + Tﬁzcos Y sin 3d3}d¢ = Tﬁzcos Y sin 9d9}d¢ =7

0 0 0 0

Moze se pokazati da je integral

oL 0

27| 7/
J.{ ﬂsinz (cos ¢ + sin ¢)]dl9}d¢ jednak nuli
Naime, vrijedi:

T[ﬁjz[sinz 9(cos ¢ + sin ¢)] d@}d¢ = T{(cos¢ + sin ¢)7[J/.2sin2 Sdg} do =
- z'f[(cosgzﬁ +Sin¢){§+ Sin42z9}”|;2} dp = %T[(cos¢+sin¢)]d¢ = %[sin¢—cos¢]|2: =0

10.6: Pokazati da je polje @ = (2xy + 2)i + (x> —2y)j + xk polje potencijala ,odrediti
(3,4,5)
potencijal 1 izraCunati jﬁ dr .
(LL,1)

Polje je potencijalno ako je rota =0 tj.ako je

i Ji k
rota=| 2 9 i:02—0}+(2x—2x)1€=0
ox oy oz

2xy+z x> =2y x

Trazimo funkciju U(x, y,z) za koju vrijedi relacija gradU =a t;.

_U:2xy+Z , a_U:xz_Zy , a—U:
ox oy 0z

X.

Integriranjem bilo koje od gornje tri jednakosti mozemo odrediti trazenu funkciju.
Npr. integrirajmo posljednju.
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Dobivamo U(x, y,z) = dez + f(x,y)=xz+ f(x,y), gdje je fix,y) konstanta integracije

( ne ovisi o z ). Funkcija mora zadovoljavati i ostale dvije jednakosti:

Koristenjem prve jednakosti:
oUu

a 2xy +z =z + fl(x, ) > flx,») = 2xp > f(x,y) = X’y + g(»)

dobivamo da je trazena funkcija U(x, y,z) = xz+xy + g()

KoriStenjem druge jednakosti:
au

> - =2y = X+ gl(y) > gy = 2y > g) =y + C

Konaéno, trazena funkcija U(x, y,z)=xz+x°y—y° +C

Kako je gradU =a,toje a-dr = U dx + ou dy + oy dz=dU(x,y,z)
Ox oy 0z
(3.4,5) (3.4,5) (3.4.5)
Slijedi j G- di = j dU(x,y,2)=U(x,p,2) | =34

(LL1) (LLD (LLD
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