Praktikum Matematika I11 Priredio D.Jovici¢

11.2:

11.3:

11.4:

11.6:

pismeni br.11

Odrediti interval konvergencije reda z (=)

n=1 3’171'\/; .

X

Metodom varijacije konstante odrediti opée rjeSenje jednadzbe (x —1)y'+xy =e”

2 2

IzraCunati .f(xz +2xy)dy , gdje je K gornja polovica elipse x_z +2 =1 predena od
a
K

b—2:

tocke A(—a,0) do B(a,0).

Izradunati [ = ”(z+ 2x+§y)dS, gdie je S dio ravnine 6x+4y+3z—12=0 u
S

prvom oktantu.

Izradunati tok vektora @ = zyi — xj — yk kroz vanjsku stranu povrine koja omeduje

tijelo x> +z° <y* |, 0<y<1.

Dokazati da je funkcija w = ze” analiticka .
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RJESENJA
11.1: Odrediti interval konvergencije reda Z (=x \/_
n= l
n+l n—1
Odredimo |21 =| 0" 3 \/;|=l | x| 1 izraCunajmo limes
‘ a, n+l1 (=x)"| 3\Vn+l
| | NG
lim| =1 = || <1<:>|x|<3<:> —3<x<3
n—>0 an 3 l’l—)OO

Ako je x =3 onda imamo redz 3D koji konvergira po Leibnizovom kriteriju ,

n=l1 \/;

:0

3 3
<< —=

“n+l n

Ako je x =-3 onda imamo red Zi koji divergira.

a

n

jerje: |a,,,
n—»0 n—»0

n=1

n
Prema tome interval konvergencije je <— 3, 3].

11.2: Metodom varijacije konstante odrediti opce rjeSenje jednadzbe (x —1)y'+xy=¢™"

Radi se o linearnoj jednadzbi, pa odredimo rjesSenje homogene jednadzbe

x—1 dx x—1 y x—1
Integriranjem dobivamo opce rjeSenje homogene jednadzbe y = ¢ "
x —

Pretpostavimo da je opce rjeSenje oblika y = % 1 odredimo funkciju C(x).
X —

(x=DC'(x)e™ —=xC(x)e™"

IzraCunamo derivaciju y' = 1) pa derivaciju i funkciju uvrstimo u
X -
. . C' - -
jednadzbu. 1zlazi (x)e =° = C'(x)=1->C(x)=x+D
x—1 x—1

. . . . D)e™

Konacno, op¢e rjesenje nehomogene jednadzbe je y = %
x f—
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2 2

11.3: Izracunati I(x2 +2xy)dy , gdje je K gornja polovica elipse x_2 + ;9}_2 =1 prijedjena
a
K

od tocke A(—a,0) do B(a,0)

Parametarska jednadzba gornjeg luka elipse je
x=acost ,y=bsint , 1 <t<0

0
.[ (x* + 2xy)dy=J. [a2 cos’ t + 2ab cos t sin t] b cos tdt
K T

0 0

= azb.[cos3 tdt + 2ab* Icosz tsintdt
V3

/2

0 0 2
= azb[sinx—%ﬂ'n3 x}| + Zabz[—écos3 t}| =— 4ab

T

slika 11.1 - zadatak 11.3

Napomena 1: Zadatak mozemo rijesiti i primjenom Greenove formule. Ako krajeve luka
elipse spojimo segmentom AB, dobivamo zatvorenu krivulju.

Uz P(x, ) = 0, O(x, ) = x> + 2xp, @ = (x> + 2xp)j, dr = dxi + dyj
bilo bi

ja-df =ng—fdxdy=2g(x+y)dxdy

K

Uvedimo poopcene polarne koordinate : x = arcost, y = brsint
1 0
Granice po novoj domeni su : r| , t| paje integral jednak
0 V3
1

0 0 3
Zabj J(arz cost+br’ sint)dr dt = Zabji[(acost—i—bsint)r?|1 Jdt
V4 V3 0

0

0 2
:L;m(asint—bcostﬂ :—4219

Napomena 2: Ovdje treba dodati da je I (x> + 2xy)dy = 0, stoga gane oduzimamo od

AB

gore dobivenog rezultata.
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114: Izradunati [ = [[(z+2x+ gy)ds gdje je S dio ravnine 6x+4y+3z—12=0 u
S
prvom oktantu.

Jedini¢ni vektor normale ravnine
o 6I+4)+3k cosy = 3 ’dS:dxdy:\/adxdy
J61 NI cosy| 3

]:'g(z+2x+§y)dS=g{4—2x—§y+2x+§y}\/a;lxczy - 4*;agdxdy=4\/a

11.5: Izratunati tok vektora @ = zyi —xj — yk kroz vanjsku stranu povriine koja omeduje
tijelo x> +z°<y* |, 0<y<1.

slika 11.2 — zadatak 11.5

Primjenimo li teorem o divergenciji, bit ¢e ” (Zz i’ )dS = ” Idivc?dV =0,jerje diva=0.
V

11.6: Dokazati da je funkcija w = ze” analiticka.

Treba pokazati da funkcija zadovoljava Cauchy- Riemannove formule
Stoga zapiSimo ponajprije funkciju w u obliku u(x,y)+i v(X,y)
o=(x+iy)e“e” =e*(x+iy)(cosy+isiny)
= ex[(xcosy —ysiny)+i(yc0sy+xsiny)]

=e'(xcosy—ysiny)+ie (ycosy+xsiny)

Prema tome su funkcije
u(x,y)=e"(xcosy—ysiny
v(x,y)=e'(ycosy+xsiny)
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Provjerimo jednakosti: ou :@ & ou = _ov
ox Oy oy ox
u =e (xcosy—ysiny+cosy)
v,=e (cosy—ysiny+xcosy)=e'(xcosy—ysiny+cosy)
u,=e"(—xsiny—siny—ycosy)=—e"(ycosy+xsiny+siny)

v.=e (ycosy+xsiny+siny)

Dakle, funkcija je analiticka.
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12.1:

12.2:

12.3:

12.4:

12.5:

12.6:

pismeni br.12

QOdrediti interval [a,b] na kojem redz sinnx

n=1 I’lz +1/(4—x2)n

konvergira apsolutno.

X

Bernoullijevom supstitucijom odrediti opée rjeSenje jednadzbe (x —1)y'+xy=e"".

2 2
dy—y“d .. .

XAV odie je K luk astroide x = acos’ ¢,y =asin’ t od tocke

35S +3/y5

A(a,0) do B(0,a).

Izracunati _[
K

Izracunati .[ J-|xyz|dS , gdje je S dio paraboloida z = x + y*> omeden ravninom
N
z=1.

Izradunati f& .dF ,akoje @ = y* +x°j +z°k,a C* pozitivno orijentirana krivulja
C+
koju na koordinatnim (x > 0,y > 0,z > 0) ravninama sjece stozac

y=2-2x*+2z".

Odediti analiticku funkciju f(z) =u(x,y)+iv(x,y) kojoj je imaginarni dio

v(x,y)=2xy+5y—x———.
X" +y
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RJESENJA:

0

sinnx

;nz +(4=x)"

12.1: Odrediti interval [a,b] na kojem red konvergira apsolutno.

| sinnx |< |sin nx|

1
n2+m 5 |Sn—2(jer|sinnx|él).

Prema Weierstrassovom teoremu red apsolutno konvergira na intervalu [~ 2, 2].

o] = <
n

X

12.2: Bernoullijevom supstitucijom odrediti opce rjeSenje jednadzbe (x —1)y"+xy =e™".

Uvodimo y=u-v— y"'=u'v+uv' Uvrstimo u jednadzbu y i y’ bit e

—-X

u'v+u(v' + al 1v) =% Kako se traze dvije funkcije, a imamo samo jedan uvjet, drugi
X - X—
biramo slobodno. Odredimo stoga funkciju v tako da bude v' + Y y=0.1zove
x —

jednadZbe sa separiranim varijablama odredimo integriranjem trazenu funkciju v(x). Izlazi

—-X

V= uz napomenu da smo za konstantu integracije odabrali jedinicu. Na taj na¢in od
—X
e o y
V) = preostaje jednadzba
x—1 X —

X

jednadzbe u'v+u(v'+

, e’ , e’ e’ , ) ) .
u'v= Su = —>u'=—1—->u=-x—-D, gdje smo konstantu integracije
x—1 l-x x-1
oznacili kao —D. Uvrstimo dobivene funkcije dobivamo opce rjeSenje polazne jednadzbe:

¢ (x-py= C+D)
1—-x x—1

y=u-v—oy=

dy —y*d .. .
X ETV B odie je K luk astroide x = acos’t,y =asin’t od tocke
3 [x5 + 3 IyS

A(a,0) do B(0,a).

12.3: Izracunati .[
K

Iz x=acos’t,y=asin’t = dx =-3acos’ tsintdt i dy=3asin’tcostdt to daje

5
x’dy — y*dx =3a’ sin’ tcos” t(cos’ t +sn’t )dt . Slicno je i N x” +3/y° =a’(cos’ t+sin’t).
Uvr$tavanjem u integral dobivamo

4r/2 ) ' ”
305 J. Sin2 t COSZ tdt :305 £ B sin 4t |/ 2 3614 / 37[
’ g8 32 | v

91



Praktikum Matematika I11 Priredio D.Jovici¢

slika 12.1 — zadatak 12.3

12.4: Izracunati ”|xyz|dS , gdje je S dio paraboloida z = x* + y* omeden ravninom
S

z=1.

Zaplohu z=x" +y’ je a’Sz\/ljth2 +Zy2 :\/1+4(x2 +y%),paje

”xy(xz + V2 O)NJ1+4(x* + y? )dxdy = 4”1’5 singcos gN1+4r* drdg =

Dxy
1

4”j2 {sin @cos ¢jr5 N1+4r° dr}d(/ﬁ =4 12575 -1 ”J/.zsin pcosgdgp = 12595

840 1 420

1
Pritom je za izraCunavanje unutarnjeg integrala J. r>N1+4r*dr uvedena susptitucija
0

i 125751

N
1+4r> =w* koja vodi do integrala 1 Hw‘S —2w* +w’ fiw
64 ! 840

slika 12.2 — zadatak 12.4
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12.5:  Izradunati j;c‘z .dF ,akoje @ = y*i +x°j +z%k,a C* pozitivno orijentirana krivulja
C+

koju u prvom oktantu odsjeca stozac y =2 —2+yx”> +z° .

Integral {) .[yzdx + xzdy + Z%dz = J- + .[ + J-

G G G

Duz krlvulje C jez= 0 dz=0,y=2(1-x),dy =—2dx paje integral

.[[4(1 2x+x° —2x}d I(4 8x+2x )dx—{4x 4x° +§x }| —%

l

— xd.
Duz krivulje C, je y =0,dy =0,z =1 - x7 ,dz = e pa je integral
2

1-x
Izzdz :jl(l—xz) —xdx =—jlxw/1—x2dx:l
C 1 V1-x* 1 3
y dy

Duz krivulje C; je x=0,dx =0,z = I—E,dz = Y 1 integral

3

12 y2 1 yz y 2 1
Pdr=——|(=-v+ZVdy=——| yv=ZL—4+2L || ===
é{ 2'[( 4 4)y 2 Y 2 12 |0 3

Ukupno JC‘:J‘l J; [——

Napomena :Integral se moze racunati i pomoc¢u Stokesova poucka.

i J ok B
. . _ |0 o0 © ~ ., =2xi X+ -2zk

Pritom je rota =|— — —|=2(x—y)k , n =

ox oy oz J5x? 4+ 22

y2 x2 ZZ
cosff = drdz = /5dxdz

|cos ﬂ|
To daje §a -dr = H 4y - x)z dxdz = ” 82 _ 8z oAz dxdz

[ [..2 2 [..2 2
Dxz y=2— 2V)c2-¢—z2 Dxz X +z X +z

POSI_]edIl_]l integral rastavimo na tri integrala i uvedemo polarne koordinate bit ¢e :
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Ukupno : 1 =1,+1, +1, :§
slika 12.3 — zadatak 12.5

12.6: Odrediti analiticku funkciju f(z) =u(x,y)+iv(x,y) kojoj je imaginarni dio

v(x,y)=2xy+5y—x————
X" +y

Da bi funkcija bila analiticka nuzno je i dovoljno da vrijede
Cauchy-Riemannove jednadzbe tj. dabude: u, =v, & u, =-v,
Imamo:

2xy
(x* + %)’
Integriranjem po x dobivamo

2xy 2 Y

————dx + = x 4+ 5 - ——— +
Gy W) )
Potrebno je jos odrediti “konstantu” f(y). U tu svrhu koristimo drugu od Cauchy-
Riemannovih jednadzbi , prema kojoj je

X

v, =2x+5+

u=x2+5x+.[

2 2 2 2 '
—vx=1—2y—é%f§y=:—§%;%?+fﬂw
Sliedidaje £, () = 1 -2y > f(3) = y — 3 + C
Konaéno je funkcija u = u(x,y) = x> + 5x — > i}yz +y—y>+C, paje trazena funkcija
jednaka:
f(z) = (xz—y2+5x+y—xz+y2+C)+i (2xy+5y—x—x2+yz)
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13.1:

13.2:

13.3:

13.4:

13.5:

13.6:

pismeni br.13

Funkciju f(x)= |cos x| razviti u Fourierov red i izracunati sumu reda u tocki

Odrediti opée i singularno rjeSenje diferencijalne jednadzbe y = xp' ++/4y"> +1.
Nacrtati graf singularnog rjesenja.

Odrediti rjeSenje diferencijalne jednadzbe y" —8y'+16y = (1—x)e* koje
zadovoljava pocetni uvjet : y(0) = y'(0) =1.

IzraCunati l:.[(x+y)2dx—(x—y)2dy} —[ J-(x+y)2dx—(x—y)2dy , gdje su C,-

C, Cyy
spojnica to¢aka A(1,1), 8(2,6) 1 C, -dio luka parabole koji spaja tocke A(L,1), B(2,6)
1 ima vertikalnu os.

Izradunati cirkulaciju vektora @ = y*7 +xyj + (x* + y*)k duz krivulje

C{ Rz = x4y

orijentirane u pozitivnom smjeru u odnosu na
z=R, x=0, y=0

vanjsku normalu paraboloida : a) izravno ; b) pomocu Stokesova teorema.

Izradunati tok vektora @ = x?yi +xy®j + xyzk kroz dio sfere u prvom oktantu.
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RJESENJA
13.1: Funkciju f(x)= |cos x| razviti u Fourierov red i izracunati sumu reda u tocki
X =

z
>

paje b, =0 1treba izraunati

b

RIS

Funkcija je parna na intervalu {—

NN
|

2

T/ /2 T /2
a, = 2 '[cos x cos gy = 4 Icos X cos 2nxdx = 2 J‘ [cos(Zn - Dx + cos(2n + l)x]d)(
E 0 z s 0 T 0
2 2
. b ) V4
- + = — —2 = — —2 . = 0,1,2,...
T 2n — 1 2n + 1 T dn- — 1 4n- — 1
4
a, =—
s
( 1))1+1
konacno je: |cos x| —+ Z cos 2nx
T T
) /4 ) 1 & 1
Ako uvrstimo x = — dobivamo — = Z >
2 ‘= 4n- -1

slika 13.1- zadatak 13.1-jedan elan

-3 -2 -1 1 2 3

slika 13.1-zadatak 13.1-dva élana
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slika 13.1-zadatak 13.1-tri élana

-3 -2 -1 1 2 3

slika 13.1-zadatak 13.1- éetiri élana

13.2:  Odrediti opée i singularno rjesenje diferencijalne jednadzbe y = xp' ++/4y'% +1.
Nacrtati graf singularnog rjeSenja.

Uvrstimo y' = p dobivamo y = xp ++/4p +1. Deriviranjem po x dobivamo

dp 8p dp ... L
p=p+x—+————— ili sredivanjem
dx  2.4p* +1 dx
D APy,

dx Jap® +1

Ako je Z]—p =0—> p=C paje y=Cx++4C* +1 opée rjesenje jednadzbe.
X

Ako je x+ =0->x=-

_4r _4p
Vap® +1 Jap +1
Eliminacijom parametra p iz sustava

X = _— xZ
J4p®+1  dobivamo thy2 =1.
y = xp+1/4p2+1

Dakle, singularno rjeSenje predstavlja elipsu.
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-
=

slika 13.2 — zadatak 13.2

13.3:  Odrediti rjeSenje diferencijalne jednadzbe y" -8y’ +16y = (1—x)e* koje
zadovoljava pocetni uvjet : y(0) = y'(0) =1.

Karakteristi¢na jednadzba > —8r+16 = 0 ima dvostruki korijen 7, =, =4 pasu
y, =e*,y, =xe™ dva linearno nezavisna rjesenja homogene jednadzbe, a

y =C,e* + C,xe* njezino opce rjesenje.

Partikularno rjeSenje nehomogene jednadzbe trazimo u obliku

n=x"(Ax+ B))e""

Deriviramo 7 po x , nakon sredivanja dobivamo :

7' = e [44x + (34+4B)x> + 2Bx|
7" = e*[164x° + (244 +6B)x> +(64+16B)x + 2B|

Uvrstimo derivacije od 77 u nehomogenu jednadzbu nakon sredivanja dobivamo

e*[64x+2B]=(1-x)e* —>6Ax+2B:1—x—>A=—%,B=%,ili

n=x’ (—%x + %)64" , pa je opée rjesenje jednadzbe

y=Ce" +Cxe* +x° (—éx+%)e4x.

Da odredimo posebno rjesenje rijeSimo sustav

C, =1
- C =1LC,=-3.
4C,+C, =1
x* X
Konaéno, posebno je rjesenje: y =e** (1 -3x +— —?) .
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13.4: Izracunati

[ &+ e = (x - y)zdy} - {j (x + »ldx — (x — y)dy|, ediesu

G
C,-spojnica tocaka A(1,1),B(2,6) i C,-dio luka parabole, koji spaja tocke
A(1,1), B(2,6). Parabola ima vertikalnu os.

Za izraGunavanje I (x+ y)>dx —(x— )’ dy parametrizirajmo pravac AB:
G

x=1+t,dx=dt ) ] ] ]
. To€ki A pripada parametar ¢ = 0, a tocki B parametar # = 1. Na osnovi
y=1+5t,dy =5dt
toga imamo
1 1
[+ 2de=(x=y)dy=[[@+60)° = 5(-40) e = [ (4+ 241 - 442 zg
G 0

0
Na sli¢an nacin parametriziramo jednadzbu parabole. Bit ¢e:
X = t,dx = dt

y = 2 —t,dy = (4 — Ddt
Tocki A pripada parametar ¢ = 1, a to¢ki B parametar ¢ = 2.

Prema tome:
[+ pyde— -y dy = [l@) - @ -2y @ - D

2
2
= ![—16# 400 — 240 + 4 it = -

Konacno je :

{j (x + »dx - (x - y)zdy} - {j (v + Py - (- | = T - ) =2

G &)

13.5: Izradunati cirkulaciju vektora @ = y*i + xyj + (x> + y*)k duz krivulje

2 2

R = o o :

c.{ rry orijentirane pozitivno u odnosu na vanjsku normalu
z=R, x>0, y=>0

paraboloida: a) direktno; b) pomocu Stokesova teorema.

a) direktno:

Treba izradunati :fﬁd -drF = Iyzdx +xydy + (x* + y*)dz
C C

Krivulja C se sastoji od tri krivulje: C =C, +C, + C,

99



Praktikum Matematika I11 Priredio D.Jovi¢i¢

e C iy=0Rs=x—>dy=0,d = 2%,
0 0 3
J.=J’xzz—xa’x=z x3dx——R—
&R R R+ 2

. C2:x:O,Rz=y2—>dx=0,dz=2j%;

R

2 2% R’
i=!y27ydy=§£y3dy=7

R 3
o CizoRy=vVR -’ >dz=0,dy———F I:J(R2—2x)dx=RT
0

5
2 2
A\ R —X G
Konaéno imamo:

R° RP R R
l =£ +CJ; +&[ =_7+7+?=T

slika 13.3 — zadatak 13.5

b) Pomocu Stokesova teorema:

§Zz -dr = U rota -nydS , gdje je C rub plohe S razapete nad krivuljom C.
S

C

Izra¢unajmo:
i j k

rota = |— i 2 =2y7—2x]—yl€
Ox Oy oz

y2 xy x2 +y2

20 _ grad[x2+y2—Rz] _ 2xi +2yj - Rk

_ _ B dxdy _\/4)62+4y2+R2
ngad[xz +y? —sz\ \/4x2 +4y> + R?

- |cos 7| - R

,dS

rota -i'dS = Ay _‘zy Ry dxdy = ydxdy
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/2

R 3
o _ : R
fa -dr = Ljrota n,dS Zﬂydxdy = .([ {sm ¢.(|;r2dr}d¢ = Y
13.6: Izratunaj tok vektora @ = x> yi +xy°j + xyzk kroz dio sfere u prvom oktantu.
Zadatak ¢emo rjesiti na dva nacina: a) direktno , b) pomocu teorema o divegenciji

a) direktno
Treba izradunati j j (@-i°)dS
z

~0 _ gradF _ 2xf+2yj+2zl€ _ xf+yj+zl€ cos 7 _ Zz
lgradF|| — \Jax> + 4y” + 42 R R
s =LY _R g
|cos7| z
X’y + xp° + xpz° R
@G- i'yds = X2 TV Y2 kdy
R z
2 2 2 2

_ xy(x” + y +Z)dxdy: R xy dxdy

z \/Rz _ o yz
[[@ 7"yds = R* [ 2L
s JR* —x* -y’

X =rcos
Uvodimo polarne koordinate : . ¢ , dxdy =rdrdg
y=rsing

R /2
Granice 7 |, ¢ |

0 0

7/2| R 3 5

[i(a-7°)ds = RA[[—2EY__ _ g2 {j—r ar }in¢cos¢d¢:R—
z D R2—x2—y2 0 [0vVR? —#2 3

0

jerje Ti:T(Rz —WZ)dW:|:R2W—W—3:|| :%R3
0\/1%2—7"2 0 3 3

b) pomocu teorema o divergenciji: J. j (@-i)dsS = J. I '[ divadV

P Vv

Kako je diva = 5xy potrebno je izracunati ” (@ - in’)dsS = SJ.J.J‘ xydV
z V
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i [[@-7*)ds = [[[divadv = 5[ xydzdyax

slikal3.4 — zadatak 13.6

Uvedimo sferne koordinate: x = rsin@cos¢@, y =rsinfsing,z = rcosf

R /2 /2

39 9¢ |
0 0

0

[[@-7)as = [[[divadv = 5[[[xydzdyd:x = 5”j 2“ ﬁw sin’ esin¢cos¢dr}d0}d¢

0 LO

Granice: r

/2

/2| /2
=R’ J. {Isin395in¢cos¢d9}d¢:R5 I sin¢cos¢[—cos9+
0 0

0

3 72
cos 9}| d
0

2 7 2 Ssin’ g
=—R sin @ cos =—R ——
5 [ singcos gdg K=

0

/2 RS
| =5

Napomena: Ovdje ne oduzimamo vrijednosti tokova kroz koordinatne ravnine, jer lako se
pokaze da su oni jednaki nuli. Naime, teorem o divergenciji primjenjujemo na zatvorenu
plohu, a u ovom slucaju to smo ostvarili zatvaranjem pomocu koordinatnih ravnina.
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14.1:

14.2:

14.3:

14.4:

14.5:

14.6:

pismeni br.14

2 2

Izracunati j xyds , gdje je C luk elipse 2—2 + ;;—2 =1 u prvom kvadrantu.

C

Izradunati §y(1 —x)dx+x(1+ y*)dy, gdje je C luk kruznice x> + y*> =a’
C

pozitivno orijentiran

Odrediti parametre a,b,c tako da vektorsko polje
a=(x+2y+az)i +(bx—3y—2z)j+(4x—cy+2z)k bude polje potencijala
.Odrediti potencijal.

IzraGunati tok vektorskog polja @ = xi —z j kroz plohu koja se sastoji od dijela
paraboloida x* +y° +z—6=0 istosca x* + y> —z> =0 ,(z > 0) u smjeru vanjske
normale.

Odrediti krivulje u ravnini koje imaju svojstvo da im je povrsina na intervalu [1, x]
jednaka kvocijentu apscise i ordinate krivulje u krajnjoj tocki toga intervala.Odrediti

onu krivulju koja prolazi tockom (1 ,%) .

x + 2
7 koje zadovoljava pocetni

Odrediti posebno rjesenje sustava {
y + 2x =

uvjet x(0)=2,y(0)=3.
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RJESENJA

2 2
14.1: IzraCunati _[ xyds , gdje je C luk elipse z—z + Z—z =1 u prvom kvadrantu.

C

Parametrizirajmo jednadZbu elipse sa x = acost, y =bsint, 0<¢t<—.Bitce

ds :\/)'cz +92dt =a*sin’ t + b cos’ t dt
/2

Ixyds = J.absintcost\/a2 sin®t+b*cos’ t dt

C 0

Da bismo rjesili posljednji integral uvodimo supstituciju
abu

a’sin®t+b*cos’t =u’ —> absintcostdt =2—b2du.
a —
. T

Granice: t=0—>u =b; 125—>u:a

/2 a 3 2 2

. ) ab ab u * ab(a”+ab+b

Ixyds:J-abszntcost\/azszn2t+b2cosztdt: > 2juzafuz — | = ( )
- 7 a —b" a —-b" 3, 3(a+b)

slika 14.1 — zadatak 14.1

14.2: IzraCunati §y(l —x*)dx+x(1+ y*)dy, gdje je C luk kruznice x* +y* = a’
pozitivno ocrijentiran
Prvi nadin.
Parametrizirajmo jednadzbu kruznice:
x=acost,y=asint , 0<t<2rx

dx = —a sintdt, dy = a cos tdt
Nakon uvrstavanja u integral dobivamo :
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27
ﬁy(l—x2 )dx +x(1+ y* )dy = Haz(coszt—sin2 t)+a" cos®tsin’ t]dt
C 0

2z 2r 614 2z T
=a? Icos 2tdt +2a* J‘cos2 t sin® tdt :7 Isinz 2tdt = a4jsin2 udu =
0 0 0 0

4
a 7w

2

slikal4.2 - zadatak 14.2

Drugi nacin.
Koristimo Greenovu formulu: §;de +Qdy = ” (O, — P,)dxdy
C Dxy
. P=y(1-x"),0=x(1+y)
U naSem primjeru su: s 5
P =1-x",0 =1+y

§de+ Ody = ”(Qx — P )dxdy = H[x2 +v* Hxdy

Dxy Dxy

Uvodimo polarne koordinate x = rcos@, y = rsin@,dxdy = rdrd¢

Granice: r |a , ¢ |2”

0 0
” [xz + yz]dxdy = Tﬁ r3dr}d¢ = a'r
Dxy 0 0 2

14.3: Odrediti parametre a,b,c tako da vektorsko polje
a=(x+2y+az)i +(bx—3y—2z)j+(4x—cy+2z)k bude polje potencijala.
Odrediti potencijal.

Da bi polje bilo potencijalno treba biti rota = 0 . U nasem primjeru je

Q) ~,
QD .

k

_ 0

rota = - - -

ox oy 0z
xX+2y+az bx-3y—-z 4x—cy+2z

=(1-c)i+(a-4)j+(b-2)k

rota=0<a=4,b=2,c=1
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Prema tome je :
P(x,y,z)=x+2y+4z,0(x,y,2)=2x-3y—z,R(x, y,z) =4x -y + 2z
1 potencijal je:
X y z xZ 3y2
Ux,y,z2)=|Pdx+ |QOdy+ |Rdz =2xy+4xz— yz + ——
(x,¥,2) f IQy I v 2t

o Yo 2o

+z°+C

14.4: IzraCunati tok vektorskog polja @ = xi —z j kroz plohu koja se sastoji od dijela
paraboloida x* +y° +z—6=0 istosca x* + y> —z> =0 ,(z > 0) u smjeru vanjske
normale.

Primjenimo teorem o divergenciji ﬁ(c‘z -1%)dS = Ijjdivc?d V
N Vv
Kako je diva =1 bit ce ﬁ(a -7i%)dS = ”jdivadv = de
S V V

Uvodimo cilindri¢ne koordinate x =rcos¢,y =rsing,z =z
617 2 27
Element volumena dxdydz = rdzdrd ¢ .Granice : z | , F

o [ oo -2

)

&

} \“‘ TN 7z

slika 14.3 — zadatak 14.4

14.5: Odrediti krivulje u ravnini koje imaju svojstvo da im je povrsina na intervalu [1, x]
jednaka kvocijentu apscise i ordinate krivulje u krajnjoj tocki toga intervala.Odrediti

onu krivulju koja prolazi tockom (1 ,%) .

Prema uvjetima zadatka treba biti I | y|dx = ‘ﬁ‘ . Deriviranjem po x dobivamo
y
1
_ Yy - x)’l r 2 J . v . .
y = £t——=— < x = xy(I - y°).Dobili smo jednadzbe sa separiranim
y
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varijablama ili ax = =* d—y2 Integriranjem dobivamo
x y( =)
Cy Cy

X = —2 jli x = ——2
V1 = y° J1+ 5
) ) e e Cy -
Prema tome, opca rjeSenja su familije krivulja x = ——— ili x = ———.
NI 1+ 37

Iz pocetnog uvjeta odredimo vrijednosti konstante C. Dobivamo
C =3 ili C = \/g,pasuposebnarjeéenja
x = & ili x = i

1 - y2 A1+ y2

-2

-4

slika 14.4 — zadatak 14.5

X + 2y

koje zadovoljava pocetni

14.6: Odrediti posebno rjeSenje sustava {
y + 2x =

uvjet x(0)=2,y(0)=3.

Iz druge jednadzbe je x =2 —% —>X= 5 .Uvrstimo X u prvu jednadzbu dobivamo

dif.jednadzbu drugog reda s konstantnim koeficijentima za trazenu funkciju y = y(z) :
y—4y=-6t
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Karakteristi¢na jednadzba 7> —4 = 0 pripadne homogene jednadzbe ¥ —4y =0 ima
korijene , =2, 7, =2. Prematomesu:y, =e ', y, = e’ dva linearno nezavisna rje$enja

homogene jednadzbe i y = C,e™™ + C,e” njezino opée rjesenje.

Rjesenje nehomogene jednadzbe j —4y = —6¢ trazimo u obliku y =y, + 77, gdje su:
y, = C,e™ + C,e” -opée rjesenje homogene jednadzbe, a 77- jedno partikularno rjesenje

nehomogene jednadzbe.

Partikularno rjeSenje nehomogene jednadzbe trazimo u obliku 7 = A¢+ B.
lzn=At+B—>n=A4,7#=0.Uvrstimo 7} i n ujednadzbu y —4y = —6¢ i dobivamo:

konstante 4 =% i B =0 .Konacno, partikularno rjeSenje 1 = %t 1 opce rjeSenje

=2t

y=Ce ™ +Ce” +%t.

Opce rjesSenje za drugu traZzenu funkciju dobivamo iz x =2 —% .

Kako je y =-2C,e™* +2C,e* +§ izlazi x = 2—% =Ce™ -C,e™ +%

x = Ce™ —Ce” +%

y = Ce™ +C,e” +%t

Opce rjesenje sustava je

Posebno rjesenje dobivamo uvrstavanjem pocetnog uvjeta .To vodi do sustava

3
G-G = 4 kojemu je rjesenje (C,, Cz):(15 2]

C,+C, = 3 8 8
X — I_Se_zl _ 2621 +=
Konacno posebno rjesenje je 185 g 3
=2t 2t
y = —e +—e +—t
8 8 2
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15.1:

15.2:

15.3:

15.4:

15.5:

15.6:

pismeni br.15

Odrediti interval konvergencije reda Z:(—l)”+l % 1 ispitati ponaSanje na
n=1 n+

krajevima intervala.

Pokazati da je polje rota polje potencijala , ako je @ = —xy*i — yz*j — zx’k.
(3,4,5)

Odrediti potencijal i izracunati _[ rota -dr .
(1,2,3)

Xy
x+y

Odrediti posebno rjesenje diferencijalne jednadzbe y' = koje zadovoljava

pocetni uvjet y(1)=-1.

Odrediti partikularno rjeSenje diferencijalne jednadzbe y" — y' = —2x koje
zadovoljava pocetni uvjet : y(0)=0,'(0)=2,y"(0) = 2.

Odrediti cirkulaciju vektora @ = (2x +2)i +(2y —z)j + xyzk duz krivulje koju
paraboloid x> + y°> + z — 9 = 0 odsjeca u prvom oktantu
(x>20,y20,z20).

Odrediti tok vektora @ = xi +2yj — zk kroz zatvorenu plohu koju omeduju
x*+y® =z; x> +y’ =z usmjeru vanjske normale: a) direktno ; b) pomoéu
teorema o divergenciji.
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RJESENJA

15.1: Odrediti interval konvergencije reda Z(—l)”+l =3

1 ispitati ponaSanje na
— 4"(2n+1) P P !

krajevima intervala.

G| | x=3)"" 4"@n+D)|_ 2n+1]x-3|

la, | |4 @n+3) (x-3)" | 2n+3| 4 |

i 223 N3y g e aex—3<do—l<x<T
e 2n+3] 4 | | 4 |

Interval konvergencije <— 1 7>

-1

Ako je x=—1—>i

n=1

, red je divergentan.

o 1\ntl
Akoje x=7—> Z (2 D T red konvergira po Leibnizovom kriteriju.
= 2n+

Konacno, interval konvergencije je < —1,7].

15.2: Pokazati da je polje rota polje potencijala , ako je
(3,4,5)
a=-xy’i —yz’j — zx’k..Odrediti potencijal i izradunati jrotﬁ -dr .
(1,2,3)

i j k
. _ 0 0 0 - - _
Odredimo rota =| — — — |=2yzi +2zxj +2xyk
X oy 0z
—xy’ -yt -z’
ik
_ 0 0 0| = : . : .
rot(rota)=|— — —|=0.Polje rota je polje potencijala.
ox 0Oy Oz
2yz 2xz 2xy

Trazimo funkciju U(x, y, z) tako da bude rota = gradU .

U(x,y,2) = | 2yzdx+ f (9,2) = 22+ £ (1, 2)
o — 2+ £ > 00D =05 fna) = C
Y

Prema tome, U(x, y,z) =2xyz+C
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(345) (3.4,5) (345) (345)
[ rota-dr= [ 2zydx+2zxdy+2xydz= [ d(2xz+C)=U(x,y,z) | =108

(123) (123) (123) (123)

15.3:  Odrediti posebno rjeSenje diferencijalne jednadzbe y' = ) koje zadovoljava
X+y
pocetni uvjet y(1) =-1.
Y
Jednadzbu mozemo zapisati u obliku y' = —2 . Radi se o homogenoj jednadzbi
1+
X

Supstitucija u = BN y'=u+xu' vodi do jednadzbe sa separiranim varijablama
X

, 1l=u  dx (+u)du
_ N w)er

u+xu' = = - . Integriranjem dobivamo
I+u x 1-2u-u
2
]’ = Inf— =l > lfaf = Il 5 20—y = C
—2u—u X" =2xy-y

Pocetni uvjet y(1) =—1 daje vrijednost konstante C=2, pa je posebno rjesenje

x*=2xy—y’=2.

15.4: Odrediti partikularno rjeSenje diferencijalne jednadzbe y" — y'=-2x, koje
zadovoljava pocetni uvjet : y(0)=0,y'(0)=2,y"(0)=2.

Karakteristi¢na jednadzba r* —» =0 —>7r,=0,r, =—1,7, =1 pasu
v, =1,y,=e",y, =e" tri linearno nezavisna rjeSenja homogene jednadzbe, a njihova

linearna kombinacija opce rjeSenje homogene jednadzbe tj. y=C, +C,e " + C,e”.

Opc¢e rjeSenje nehomogene jednadzbe trazimo u obliku y = y, + 77, gdje su

v, =C, +C,e™" +C,e” - opce rjeSenje homogene jednadzbe , a 77 - posebno rjesenje
nehomogene jednadzbe koje trazimo u obliku = x(4x + B) jer je 0 jednostruki
korijen karakteristi¢ne jednadzbe.

Derivacije od: 7 su: n'=2Ax+B.,n"=24,n" =0.
Uvrstimo li 7, n'=2Ax+ B, n" =24, n" =0 unehomogenu jednadzbu, dobivamo

koeficijente 4 =1,B =0 . Time je odredeno partikularno rjesenje 7 = x”.

Kona¢no, opée rjesenje nehomogene jednadzbe je y = C, + C,e™* + Cye* +x°.
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C,+C,+C;, = 0
Pocetni uvjet vodi do sustavas —C,+C, = 2, kojemu je rjeSenje uredena trojka
C,+C, =0
(Cl ,C, ,C3)= (O,— 1, 1). Posebno rjedenje je: y=—e " +e* +x”.

15.5:  Odrediti cirkulaciju vektora @ = (2x+2)i +(2y —z)j + xyzk duz krivulje koju
paraboloid x° + y* +z—9 =0 odsjeca u prvom oktantu (x >0,y >0,z >0).

slika 15.1-zadatak 15.5

Treba izraCunati j;c‘z -dr , gdje se krivulja sastoji od tri po dijelovima glatke krivulje.
C
Naime, C = C, + C, + C, (uzimamo da su krivulje u prvom oktantu).

Krivulja C, ima jednadzbu y =0,z =9 —x’, iz toga je dy = 0,dz = —2xdx paje

3 x3 3
ja~df=j(2x+9—x2)dx{x2 +9x——}| =27
C 0 3 0

Krivulja C, ima jednadzbu z =0,x> + 1> =9, iz toga je dz = 0,dy = ———_ paje
V9 —x?

3

3 3
§a-dr = [2xdx+2ydy = [ 2xdx+ 249 - x* %dxz [ex-2x)dx=0
0 0

G, VI—x 0

Krivulja C; ima jednad?bu x =0,z =9 - y’, iz toga je dx =0,dz = -2 ydy

0 310
fa-di =[(@2y-9+y")dy=|y*-9y+1-|| =9
G 3 3 15
Ukupno : §a-dr = §a-dr + §a-dr + a-dr =27+0+9 =36
C G G, G
Napomena: Provjerite rezultat Stokesovim pouckom.
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15.6:  Odrediti tok vektora @ = xi +2yj — zk kroz zatvorenu plohu koju omeduju

x*+y® =z ;x> +y’> =z usmjeru vanjske normale : a) direktno ; b) pomocu
teorema o divergenciji.

slika 15.2 — zadatak 15.6

a) direktno
Ploha se sastoji od dvije glatke plohe tok IT=II, +I1, gdje je II, - tok kroz plohu
paraboloida, a IT, - tok kroz plohu stoSca.

II, = U(Ez . ﬁlo)a’S1 , gdje je S, - dio plohe paraboloida i ﬁlo - pripadna normala.
Si

I, = ”(5 -71,")dS, , gdje je S, - dio plohe stosca i 7120 - pripadna normala.
S3

ds 2xi +2y —k
SIEx2+y2—Z:O,ﬁ10 grads, _ 2xi+2y —k

) ||gradSl|| B Vax®T +4y° +1 ’

cosy = -l ,dS, :M:1/4x2+4y2+1dxdy
Jaxt +4y? +1 [cos |

2 2
@-7°)dS, =T ¥Z 4 4y +1dxdy = (3 + 57 )ddy

JaxT +4y* +1

M, = [[@-5,")ds, = [[Gx* + 5y )dxdy
s, s,

Uvodimo polarne koordinate x = rcos@, y = rsing,dxdy = rdrd¢
1
Granice : r

2
, #| (er se plohe sijeku po kruznici x* + y* =1,z=1)
0 0

1, = [[(@-7")ds, = [[(3x* +5y*)dxdy = 2] (3cos” ¢ + 5sin’ ¢)jr3dr}d¢

=%J.cosz¢d¢+

0

IRV

2z
J.sin2 odo =2r
0
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Na sli¢an nacin racunamo tok IT,

dS
S,=x"+y’-z"=0,n," = £raas,

- ||gradSz|| B \/4x2 +4y* +4z7° B \/x2 +y*+z°

cosy:;,dS :Mzw/xz+y2+zzdxdy
2 2, 2 !
NX T +Y +z |COS7|
0 —)62—2)/2—22 \/x2+y2+22 2x2+3y2
(a‘ﬁz )dS2 = . dxdyz——
x4y 4z’ z Vx*+y?
2z

1, = [[(@-7,")ds, =] 22" +3y° dxdy = —j[(zcos2 +3sin’ ¢)jr2dr}¢

2 2
Sy VX +y 0

—2xf—2yj+22/€ B —xf—yj+z/€

9

dxdy

27| 31 27
_ 2 -2\ :_l 2 :_5_72'
= .([{(2cos @+ 3sin ¢)3 |O}d¢ 3.(|).[2+s1n ¢]:I¢ 3
Konacno, H:H1+H2:27z—5?”:%.

b) pomocu teorema o divergenciji

Kako je diva =2 tok racunamo prema formuli J.J. (a@-1n°)dS = J.J.J.divdd V.
Ovdje uvodimo cilindri¢ne koordinate. S )
M= j j (G@-i°)dsS = jjjdivadV = 2Tﬁﬁdz}rdr}d¢

s 14 0] 0|2

27| 4

:2.[{[[1/2—r3]dr}d¢=2f{§—r4}|;d¢:%fd¢:%
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