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Zadaci za samostalni rad 
 
 

3.1. - REDOVI 
 
3.1.1:  Redovi  brojeva 
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3.1.2. Uspoređivanje redova: 
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3.1.5. Cauchyjev integralni kriterij: 
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3.1.6. Alternirajući redovi: 
 
Ispitati apsolutnu i uvjetnu konvergenciju  
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3.2. Redovi funkcija 
 
Odrediti interval konvergencije reda funkcija i ispitati ponašanje na krajevima intervala: 
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3.3. Fourierovi redovi 
 
3.3.1. Razviti funkciju f(x) u Fourierov red na intervalu [a,b]: 
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4. DIFERENCIJALNE JEDNADŽBE 
 
 
4.1: Diferencijalne jednadžbe prvog reda 
 
4.1.1. Separacija varijabli 
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4.    (rješenje: Cx y =  ) 0ln1 =+− xdyxdxyx yy

5. 222 x
xdyydx

yx
ydyxdx −

=
+

+    (rješenje: C
x
yyx =++ 22  ) 

6. 0sin
cos

sin
cos 22 =








++








+ dyy

xy
xdxx

xy
y  

      (rješenje: tgxy Cyx =−− coscos  ) 

7. 0)1()1( 2222 =++−+++ ydyyxdxyxx  

      (rješenje: Cyxyx =−++ 2322

2
1)

3
(1  ) 

8. 0)1sincos1()1cossin1( 222 =+−++− dy
yx

y
y
x

x
y

x
dx

x
y

x
y

y
x

y
 

      (rješenje: C
y

x
y
x

x
=−+

1cosy
−sin  ) 

9.  0cos2)2sin1( 22 =−+ xdyydxxy
      (rješenje: yx − cos  Cx =22

 
10. 2 Odrediti onu integralnu krivulju koja prolazi 

ishodištem . 
.0)2sin2(cos 22 =−+ dyyxyydxx

      (rješenje: 2 + x  02cos 222 =+ xyy
 
4.1.6. Clairautova diferencijalna. jednadžba 
 

1. )0(
2

>
′

+′= a
y
ayxy    (rješenje: axyC

C
a 2,0,

2
2 =≠+Cxy =  ) 

2. 2     (rješenje: )4( 2 +′=′ yxyy xyC
C

2,0,12 ±=≠+Cxy =  ) 
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3.     (rješenje: 2yyxy ′−′=
2

2

4
, xyC =−Cxy =  ) 

 
4. 21 yyxy ′−+′=     (rješenje: 

 )0(,1,0 22 >=−≠ yxy1 2−+= CCxy  ) 
 

5. 
y

yxy
′

+′=
1     (rješenje: xyC

C
4,0,1 2 =≠+Cxy =  ) 

 
6. 21 yayxy ′+−′=    (rješenje: xy −  ) xyCC 4,)( 2 ==
 
7. (     (rješenje: 

 

yyyyx ′=+′ 22)
2222 ,01 axyCaCxy =+≠+−=  ) 

 
8.   (rješenje: 1)1(2 222 =′++′− yxyxyy 1,1 222 =−−± yxC= Cxy  ) 
 
9.     (rješenje: = Cxy  ) yyyxy ′′+′= ln )1(,ln +−=+ xeyC
 

10. yayxy ′−+′=     (rješenje: 
x
ayaC
4

,0 =≠−+Cxy =  ) 

 

11. 49 2 +′+′= yyxy    (rješenje: 1
49

22

=+
yx  ) 

12. 222 byayxy +′+′=    (rješenje: 12

2

2

2

=+
b
y

a
x  ) 

 
 
4.2. Diferencijalne jednadžbe drugog i trećeg reda s konstantnim 
koeficijentima 
 
4.2.1 Metoda varijacije konstanti 

1. 
x

yy
cos

1
=+′′   (rješenje: xxxxxCCy coslncossinsincos 21 +++=  ) 

 

2.  ( rješenje: xeyyy x ln44 2−=+′+′′ xexxxxCC 2
22

21 )
4

3
2
ln( −++y =  ) 

 
3.  (rješenje: y =  ) xx eeyyy cos4 2=+′−′′ xx eeCC cos21 −+
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4. 
x

eyyy
x

cos
54

2

=+′−′′  (rješenje: [ ] xexxxxxCxC 2
21 sincoslncossincos +++y =  

) 
 

5.   (rješenje: xtgyy 2=+′′ 2)
42

(lnsinsincos 21 −+++=
πxtgxxCxCy  ) 

 
6. 7.   (rješenje: 

2342 xexyy =−′′
22

2
2

1
xxx eeCeCy ++= − ) 

 

7. 
24

2
x

eyyy
x

−
=+′−′′   (rješenje: xexxxxCC 



 +−++

2
arcsin4 2

21y = ) 

 

8. 3

2

44
x
eyyy

x−

=+′+′′   ( rješenje: 
x

eexCC
x

x

2
)

2
2

21

−
− ++y (= ) 

 

9. 
xe

yyy x sin
122 =+′+′′   

 (rješenje: xxxxxx arctgeeeeeCeC 222
21 1ln ++−+y = ) 

 

10. 
1

23 2

2

+
=+′−′′ x

x

e
eyyy   

 (rješenje: xxxtgxxCxC cossin2)
42

(lncossincos 21 −+++y = π ) 

 
4.2.2. partikularno rješenje 
 
Odrediti oblik partikularnog rješenja, ako su zadani korijeni karakteristične jednadžbe i 
funkcija smetnje (desna strana jednadžbe): 
1. r  (rješenje: x=η  ) )()(,1,1 21 baxexfr x +==−= − xeBAx −+ )(
 
2. r   (rješenje:  ) )()(,1,1 21 baxexfr x +=−=−= − xeBAxx −+= )(2η
 
3. r   )2cos2sin()(,2,2 21 xbxaexfiri x +=−== −

       (rješenje: x )2sin2cos( xBxA +=η  ) 
 
4. r  )cossin()(,1,1 21 xbxaexfiri x +=+−=−−= −

       (rješenje: x=η  ) xexBxA −+ )cossin(
 
5. r  (rješenje: x=η  ) cbxaxxfrr ++==== 2

321 )(,0 )( 23 CBxAx ++
 
6. r xxxfriri cossin)(,1,, 321 +==−==  
       (rješenje: x )cossin( xBxA +=η  ) 
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)

 
7. r  )2cos2(sin)(,0,23,23 3

4321 xxexfrriri x +===+=−=

       (rješenje: x=η  ) xexBxA 3)2sin2cos( +
 
8. r  )2cos2(sin)(,2323 3

4321 xxexfirrir x +=+==−==

       (rješenje: x (=η  ) xexBxA 32 )2cos2sin +
 
9. r  xx beaexfrr +===−= −)(,2,1,1 321

       (rješenje: x=η  ) ( xx BeAe +−

 
10. r   xx beaexfrr +==== −)(,1321

       (rješenje: Ae=η  ) xx Bex3+−

 
 
4.3. Sustavi linearnih diferencijalnih jednadžbi 
 
Odrediti opće odnosno opće i posebno rješenje ako je: 
 

1.      




+=
+=
yxy
yxx

43
2

&

&

      (rješenje: Cx tttt eCeCy,eCe 5
21

5
21 3+−=+=  ) 

 

2.     (rješenje :




+=
−−=
yxy
yxx

&

& 5
tsinCtcosCy

tsin)CC(tcos)CC(x
22

2222

21

2112

+=
+−−=

 ) 

 

3.            

 (rješenje:  






+−=
+=

−+−=

zyxz
zxy

zyxx

566

243

&

&

&

t CeCx += 31
ttttt eCeCz,eCeCy,e −− −=+= 3

2
2

2
21 2

 

4.     





+=
+=
−−=

zxz
yxy
zyxx

3&

&

&

 (rješenje:  
)tsinCtcosCC(ez

)tsinCtcosCC(ey,tcosCtsinC(ex
t

tt

2323

222222

321

32132

+−−=

+−=+=

5.     






+−=
−+=
−−=

zyxz
zyxy
zyxx

2
2

4

&

&

&
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 (rješenje : x = ) tttttt eCeCz,eCeCy,e)CC(eC 3
3

2
1

3
2

2
1

3
32

2
1 +=+=++

 

6. 


   (rješenje:  ) 
 −=

+=
txy
yxx

sin5
2

&

&

tsintcoseCeCy
,tsintcoseCeCx

tt

tt

−++−=

+−+=
−

−

2
32

2
21

2
21

 

7. 


   (rješenje:  ) 
 −−=

+−=
tyxy
tyxx

cos22
sin34

&

&

tsintcoseCeCy
,tsintcoseCeCx

tt

tt

222
23

2
21

2
21

−++=

−++=

 

8.        



−=
+−=
yxy
tyxx

5
8

&

&

      

 (rješenje: 
= ttsin)CC(tcos)CC(y

ttsinCtcosCx
102222

2222

2121

21

+−++
++−=

) 

 

9.    (rješenje:  ) 



−+−=
−=

teyxy
yxx
t sin52

2
&

&

)tsintcos(eeCeCy
,)tsintcos(eeCeCx

ttt

ttt

++−=

−++=

3
2

3
21

3
21

 

10.     (rješenje: 




+−=
−+=
tgtxy
ttgyx

&

& 12

221

21

++−=
++=
tcosCtsinCy
,tgttsinCtcosCx
 ) 

 

11. 


  (rješenje: ) 
 =+−=

=+=
105
303

)(y,yxy
)(x,yxx

&

&
tt

tttt

ey,ex
eCeCy,eCeCx

22

4
2

2
1

4
2

2
1

3

3

==

+=+=

 

12.      



=+=
=−=

0074
1023

)(y,yxy
)(x,yxx

&

&

 (rješenje: ) 
tsiney,)tsint(cosex

tcos)CC(tsin)CC((ey),tsinCtcosC(ex
tt

tt

2222

2222
55

2121
5

21
5

=−=

+−−=+=

 

13.      





−=+=
=+=
=+=

10
20
00

)(z,yxz
)(y,xzy
)(x,zyx

&

&

&

 (rješenje: ) 
tttttt

tttttt

eez,eey,eex
e)CC(eCz,eCeCy,eCeCx

−−−

−−−

−=+=+=

+−=+=+=

2222
32

2
13

2
12

2
1
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5. – VEKTORSKA ANALIZA 

 
 
5.1.  Krivuljni integrali prve i druge vrste 

 
1. Izračunati ∫ +C yx

ds ,gdje je C segment pravca 2+= xy  segment pravca od točke 

 ( rješenje: )3,1()4,2( do 2ln
2
2  ) 

 

2. Izračunati , gdje je C gornja polovica kružnice  ( rješenje: ∫
C

dsx 2 222 ayx =+
2

3πa  ) 

 

3. Izračunati , gdje je C krivulja  ∫
C

dsx 2





−=
+=

)cos(sin
)sin(cos
tttay
tttax

π20 ≤≤ t . ( rješenje: ( )[ ]141
3

2/32
2

−+ πa  ) 

 
4. Izračunati , gdje je C pravokutnik omeđen pravcima :  ∫

C

xyds

2,0,4,0 ==== yyxx  ( rješenje: 24 ) 
 

5. Izračunati , gdje je C dio elipse ∫
C

xyds 12

2

2

2

=+
b
y

a
x  u prvom kvadrantu. 

(rješenje:.
)

)2

b
bab +

(3
( 2

a
aba
+

+  ) 

 
6. Izračunati , gdje je C kružnica . (rješenje:.  ) ∫ −

C

dsyx )( axyx 222 =+ π22a

 
7. Izračunati , gdje je C, desna latica lemniskate   ∫ −

C

dsyx )( )()( 222222 yxayx −=+

( rješenje: 22a  ) 
 
8* Izračunati , gdje je C jedan zavoj zavojnice ∫ ++

C

dszyx )( 222

π20,cos ,sin ≤≤== btztay= ttax  (rješenje:. )
3

4(2
22

222 ππ baba ++ .) 
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9*. Izračunati ∫ ++C zyx
ds

222 , gdje je C jedan zavoj zavojnice 

π20,cos ,sin ≤≤== btzta= tytax  (rješenje:.
a
barctg

ab
ba π222 + .) 

 

10*. Izračunati , gdje je C krivulja . ( rješenje:.∫
C

dsx 2





=++
=++

0

2222

zyx
azyx

3
2 3πa .) 

 
11. Izračunati , gdje je C luk parabole  od točke ( . 

( rješenje:. 

xdydxyxy
C

+−∫ )( 2 22xy = )2,1()0,0 do

30
31  ) 

 
12. . Izračunati , gdje je C  luk gornje polovice elipse dyxdxy

C

22 +∫ tbytax sin,cos ==  

pozitivno orijentiran. ( rješenje:. 2

3
4 ab−  ) 

 
13 Izračunati , gdje je CA rub trokuta s vrhovima : . 

(rješenje:  ) 

dyxdxy
C

22 +∫ )1,0(),0,1(),0,0( CBA

0
 
14. Izračunati ∫ , gdje je C pozitivno orijentirana elipsa dyyxdxyx

C

)()( 2222 ++−

12

2

2

2

=+
b
y

a
x . (rješenje: .) )( 22 ba −π

 
15. Izračunati , gdje je C spojnica točaka  xdyyydxx

C

2cossin4 22 +∫
)6,3()0,0( i  (rješenje: 18  ) 

 

16. Izračunati  duž krivulja :

(rješenje: sva četiri jednaka 1 ) 

∫ +
)1,1(

)0,0(

22 dyxxydx xydxycxybxya ==== 232 ),),),)  

 
17. Izračunati ∫ , gdje je C luk cikloide xdydxya

C

+− )2(

π20sin( ,)cos1(,) ≤≤−= tay−= tttax , (rješenje:  ) π22a−
 

18. Izračunati ∫ +
−

C yx
xdyydx

22  ,gdje je C kružnica taytax sin,cos ==   

pozitivno orijentirana. (rješenje: π2 ) 
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19. Izračunati ∫ +
−

C yx
xdyydxxy
22

)(  , gdje je C desna latica lemniskate  r  

pozitivno orijentirana. (rješenje: 0  ) 

φ2cos22 a=

 
20. Pokazati da integrali :  

 a) ∫  , 
−−

−++
)0,3(

)1,2(

42234 )56()4( dyyyxdxxyx

 b) ∫ , ++−
),2(

),1(
2

2

)cos(sin)cos1(
π

π

dy
x
y

x
y

x
ydx

x
y

x
y

ne ovise o putu integracije, pa izračunati njihovu vrijednost. (rješenje: a)   ,b)  64 1+π  ) 
 
 
5.2.  Plošni integral prve i druge vrste 
 
1. .Izračunati  gdje je S ploha paraboloida ) iznad ravnine 

xy  ako je : a) U  ; b) U  ; c) U

∫∫
S

dSzyxU ,),,(

1),,( =zyx

22(2 yxz +−=

zzyx 3),,(22),,( yxzyx += =  

 (rješenje : 
10

111),
30

149),
3

13) πππ cba  ) 

 
2. Izračunati površinu dijela sfere  što ga odsjeca cilindar . 2222 azyx =++ axyx =+ 22

 (rješenje: S =  ) 2)2( a−π
 
3. Izračunati koordinate težišta plohe iz zadatka 1  

 (rješenje: 
130
111

441

441
0

22

22

=
++

++
==
∫∫

∫∫

S

S
ccc

dxdyyx

dxdyyxz
zy=x  , koristi rješenjee a) i c) ) 

 
4. Izračunati , gdje je S dio ravnine 2∫∫ ⋅

S

dSnA 0vv
6=++ zyx  u prvom oktantu, 

 ,i 6) =−= kixyA
vvv

(2 ++ zxjx
v 0nv  jedinični vektor normale ravnine. 

 (rješenje : 
4

27
=I  ) 

 
5. Izračunati površinu dijela sfere  unutar paraboloida  2222 )( aazyx =−++ zyx =+ 22

 (rješenje : S aπ2=  )  
 
6. Izračunati ∫∫ +

S

dSyx 22

3,0 == zz

, gdje je S dio plohe stošca omeđen 

ravninama . ( rješenje: 

222 zyx =+

π218=S  )     
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7. Izračunati površinu dijela paraboloida   izvan stošca 222 yxz += 22 yxz +=    

 (rješenje: )155(
3
2

−π=S  ) 

 
8. Izračunati površinu dijela stošca  odsječen paraboloidom  )(3 222 yxz += 22 yxz +=
 (rješenje : π6=S  ) 
 
9. Izračunati  gdje je S vanjska strana trokuta koji nastaje 

presjecanjem ravnine 

∫∫ ++=
S

xydxdyxzdxdzyzdydzI

0=−++ azyx  s koordinatnim ravninama .: a) kao plošni 

integral prve vrste ;b) kao plošni integral druge vrste.  (rješenje: 
8

4aI =  ) 

 
10. Izračunati  , gdje je S vanjska strana paraboloida 

 u prvom oktantu: 

∫∫ ++=
S

dxdyzdxdzydydzxI 222

22 aaz =22 yx ++
 

a) kao površinski integral prve vrste  
b) kao površinski integral druge vrste. 

 (rješenje: )
4815

4(4 π
+a=I  

 
 
5.3. Cirkulacija i rotor vektora, Stokesov teorem 
 
5.3.1. Cirkulacija C vektorskog polja av  je krivuljni integral duž zatvorene  orijentirane 
krivulje L. 
 
Dakle, po definiciji ∫ ⋅=

L

rda vvC , gdje simbol ∫
L

označava integral duž zatvorene i 

orijentirane krivulje L. 
Ako je vektorsko polje av   dano u koordinatnoj formi 

kzyxRjyxQizyxPa z
vvvv ),,(),(),,( ++= , , tada je cirkulacija vektorskog polja 

∫ ++= RdzQdyPdxC .  Za pozitivni smjer obilaska uzima se onaj pri kojem područje 

omeđeno krivuljom ostaje na lijevoj strani prilikom obilaženja krivulje. 
 
5.3.2. Primjer: Izračunati cirkulaciju vektorskog polja a jxiy

vvv 33 +−=  duž elipse 

12

2

2

2

=+
b
y

a
x . 

Prema definicije bit će : ∫∫ +−=⋅=
LL

dyxdxyrdaC 33vv  
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Parametarske jednadžbe elipse   




=
=

tby
tax

sin
cos

π20 ≤≤ t  .Sljedi:  

 Nakon uvrštavanja u integral dobivamo .cos tdt,sin bdytdtadx =−=

[ ] )2b(
4
3 2aab += πcossin

2

0

4242 dttatbabC += ∫
π

 

jer je : 

π
ππ

πππ

4
3

2
3

4
14cos

2
12cos2

2
3

4
1

)
2

4cos12cos21(
4
1)2cos1(

4
1sin

2

0

2

0

2

0

2

0

2
2

0

4

==



 +−=

=
+

+−=−=

∫∫

∫∫∫

dtdttt

dtttdtttdt
 

Analogno je i ∫ =
π

π
2

0

4

4
3cos tdt . 

 
5.3.3 Primjer : 
Izračunati cirkulaciju vektora kxjziya

vvvv +−= 2  duž krivulje 





=+−
=

≡ 22222
.

Rzyx
xy

E  , pozitivno orijentirane u odnosu na vektor i
v

 

a) direktno, b) pomoću Stokesova poučka. 
 
a) direktno  

Krivulja E ima parametarske jednadžbe  
tRytRztRx cos,sin,cos ===  

tdtRdztdtRdytdtRdx cos,sin,sin =−=−=  

[ ]

π
π

π

2
2

0

2
2

2

0

222

3
4
2sin

2
)

4
2sin

2
(2

2
cos

cossin2cossin2

RtttttR

dtttttRxdzzdyydxrda
E

=







++−+=

++−=+−=⋅ ∫ ∫∫
vv

 

 
b) pomoću Stokesova poučka  
 ( )∫∫∫

Ω

⋅=⋅ dSnarotrda
E

0vvvv  

kji

xzy
zyx

kji

arot
vvv

vvv

v −−=

−
∂
∂

∂
∂

∂
∂

= 2

2

 

[ ]
[ ] dxdzdxdzdSnarotji

yxgrad
yxgradn 2

cos
,

2
3

2
00 ===⋅→

−
=

−
−

=
β

vv
vv

v  
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( ) π20 32
2

3 RdxdzdSnarotrd
xzD

==⋅=⋅ ∫∫∫∫
Ω

vvva
E
∫
v . 

 
5.3.4. Zadaci : Cirkulacija vektora 
 
1. Izračunati cirkulaciju vektora  duž kružnice (  negativno 

orijentirane. (rješenje : 2C =  ) 

22
0

2
0 )() Ryyxx =−+−

2Rπ
 

2. Izračunati cirkulaciju vektora kyjxiza
vvvv ++=  duž kružnice  





=++
=++

Rzyx
Rzyx 2222

 (rješenje : 
3

2 2RπC =  ) 

 

3. Izračunati cirkulaciju vektora kyjziya
vvvv +−=  duž elipse xyazyx

==+
+ ,
2

22
22

 

pozitivno orijentirane u odnosu na vektor i
v

. (rješenje : C  ) 22 aπ=
 
4. Izračunati rad sile kxjyixyF

vvvv 222 −+=
222 22 azy =−

 kada se materijalna točka giba  duž presjeka  
hiperboloida  i ravnine 2x + xy = od točke ),2,2()0,, aaadoaa(   

 (rješenje: 2)
3
722( a−W =  ) 

 
5. Izračunati cirkulaciju vektora kyjxiza

vvvv 222 ++=  duž kružnice 

 pozitivno orijentirane u odnosu na vektor i




=++
=++

Rzyx
Rzyx 2222 v

. 

 (rješenje : 
3

4 3RπC =  ) 

 
6. Izračunati cirkulaciju vektora kyjxiza

vvvv 333 ++=
0

 duž krivulje što je na paraboloidu 
 sječe ravnina 22222 Rzyx =+− =+ yx  orijentirane pozitivno u odnosu na vektor 

i
v

. (rješenje: 
2

4Rπ3
=C  )  

vv
7. Odrediti cirkulaciju vektora kyxjxyiya

vv )( 222 +++=
Rz x

 duž krivulje u prvom oktantu, 
što je na paraboloidu odsijecaju ravnine yx =+ 22 Rzy === ,0,0  pozitivno 

orijentirane u odnosu na vanjsku normalu paraboloida.  (rješenje: 
3
RC =

3

 ) 
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7. Izračunati cirkulaciju vektora jyxxyiyxxya
vvv )()( −++++=  duž kružnice 

 negativno orijentirane.  (rješenje: axyx =+ 22 π
8

3a
=C  ) 

 
8. Izračunati cirkulaciju vektora kyxjxyziyxza

vvvv )()()( 22 +−−++= duž kružnice 

 pozitivno orijentiranu u odnosu na vektor k




=
=+

3
122

z
yx v

.  (rješenje: π2−=C  ) 

 
9.  Izračunati cirkulaciju vektora kxyzjzyizxa

vvvv +−++= )2()2(
zy −=+ 12

 duž krivulje u prvom 
oktantu, što je paraboloid  ,  odsijeca na koordinatnim ravninama.  

(rješenje: 

x 2

3

3RC =  ) 

 
5.4. Tok i divergencija vektora, teorem Gauss-Green-Ostrogradski 
 
5.4.1.Primjer: 
Izračunati tok vektora kzyjyxixya

vvvv 22 ++=
1, 2222 =++ yxy

 kroz vanjsku stranu zatvorene 
površine . ,0 == xzz
 
Primjenimo Gaussov teorem : U našem primjeru su :  pa je 
divergencija  

zyRyxQxyP 22 ,, ===

22 yxy
z
R

y
Q

x
Padiv ++=

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=v  

Prema teoremu o divergenciji  je ∫∫ ∫∫∫=⋅
S V

dVadivdSna vvv )( 0 ,pa nam valja izračunati 

integral :  ∫∫∫ ++
V

dzdydxyxy )( 22

 
Uvedimo cilindrične koordinate : zzryrx === ,sin,cos φφ  
Granice integracije bit će : 

2

0

2

0

1

0
,,

r

zr
π

φ  

( )

3
)

6
sin

5
()sin(

sin)(

1

0

61

0

2

0

52

0

1
54

2

0

1

0 0

3222

2

πφφφφ

φφ

ππ

π

=+=







+=
























+=++

∫∫ ∫

∫∫∫ ∫ ∫ ∫

drrddrrr

ddrdzrrdzdydxyxy

o

V

r

 

 
5.4.2.Primjer: 
Izračunati tok vektora  kzjyixa

vvvv 333 ++=   kroz sferu , zzyx 2222 =++
a) direktno, b) pomoću terema o divergenciji. 
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a) direktno: 

Ploha ima jednadžbu  
)1(2,2,2
01)1(),,( 222

−===
=−−++=

zFyFxF
zyxzyxF

zyx
vvv

pa je ))1((
)1((4
)1(222

222

0 kzjyix
zyx

kzjyix
gradF
gradF vvv

nv −++±=
−++

−++
±==  

Predznak normale je “+” na gornjoj polusferi,a “–“ na donjoj polusferi. 
 









>−−

<−
=−=

2
)1(

2
1

1cos πγ

πγ
γ

zaz

zaz
z  

Element površine 
1cos −

==
z
dxdydxdydS

γ
 

dxdyz
z
yxdSna












±

−
+

=⋅ 3
44

0

1
)( vv  

Nadalje je tok ,gdje je 21 Π+Π=Π 1Π - tok kroz gornju ,a  2Π -  tok kroz gornju polusferu 
 

dxdyyx
yx

yx

dxdyyx
yx

yx

xy

xy

D

D

∫∫

∫∫












+−−−

+−

+
=Π












+−++

+−

+
=Π

322

22

44

2

322

22

44

1

))(11(
)(1

))(11(
)(1

 

 
Nakon sređivanja dobivamo : 

∫∫ ∫∫∫∫ +−+−+−+
+−

+
=Π dxdyyxyxdxdyyxdxdy

yx
yx )(1)(2)(18

)(1
2 222222

22

44

 

Uvedimo polarne koordinate  
π

φφφφ
2

0

1

0
,,,sin,cos rrdrddxdyryrx ===  

Svedimo računanje toka na tri integrala : 

5
8

)sin(cos
15
16

1
)sin(cos2

)sin(cos
1

2

2

0

44
2

0

1

0
2

5
44

44

2

5

1

π

φφφφφφ

φφφ

ππ

=

−=








−
−=

−
−

=

∫∫ ∫

∫∫

dddr
r

r

drd
r

rI
xyD

 

3
161818

2

0

1

0

22
2

πφφ
π

=







−=−= ∫ ∫∫∫ ddrrrdrdrrI

xyD
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15
81212

2

0

1

0

2323
3

πφφ
π

−=







−−=−−= ∫∫ ∫ ∫ ddrrrdrdrrI

xyD

 

Konačno je  :
5

32
15
8

3
16

5
8 ππππ

=−+=Π   

 
b) pomoću teorema o divergenciji  

 
dVadivdSna

VS
∫∫∫∫∫ =⋅ vvv )( 0  

 
Uvodimo sferne koordinate θφθφθ cos,sinsin,cossin rxryrx ===  
 

Granice  : 
2/

0

2

0

cos2

0
,,

ππθ

θφr  

)(3 222 zyx
z
R

y
Q

x
Padiv ++=

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=v  

[ ]

5
32

5
96

5
3

33

2

0

2

0

5
2

0

2

0

2

0

5

2

0

2

0

2

0

4222

πφθθθφθθ

φθθ

π ππ π θ

π π θ

=







=
















=




















=++=Π

∫ ∫∫ ∫

∫ ∫ ∫∫∫∫

ddsincosddsinr

dddrsinrdxdydzzyx

// cos

/ cos

V  

 
 
5.4.3. Zadaci: Tok vektora 
1. Izračunati tok vektora kzjyixa

vvv ++= 22  kroz plohu 122 ≤≤+ zyx  u smjeru 

vanjske normale.   (rješenje:
3
π

=Π  ) 

 
2. Izračunati tok vektora kzjyixa

vvv 222 ++=  kroz plohu  u smjeru 

vanjske normale.  (rješenje: 

1,22 ≤=+ zzyx

3
π

=Π  ) 

 
3. Izračunati tok vektora kzjyixa

vvv 222 +−=

000 ≥≥≥ z,y,

 kroz dio sfere 

 u smjeru vanjske normale.  (rješenje: 2222 =++ x,Rzyx
8

4Rπ
=Π ) 

 
4. Izračunati tok vektora kzjyixa

vvv 222 32 ++=  kroz ukupnu površinu tijela  
22 yx −−222 2Rzyx ≤≤+  u smjeru vanjske normale.  (rješenje:  ) 4Rπ=Π
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5. Izračunati tok vektora kzjyixa
vvv ++= 22  kroz dio plohe )( 22

2 yx
R
Hz −=

k

 odsiječen 

cilindrom   orijentiranom u skladu s jediničnim vetorom 222 Ryx =+
v

.  
 (rješenje: =Π  ) 0
 
6. Izračunati tok vektora kzjyixa

vvv 333 −+=
aza

 kroz plohu kocke 
yax ≤≤0,≤≤≤≤ 0,0,  u smjeru vanjske normale.  (rješenje: Π  ) 5a=

 
7. Izračunati tok vektora kzyjixa

vvv −+= 2  kroz dio paraboloida   odsiječen 
ravninom  orijentiranom u skladu s vektorom 

Rxzy =+ 22

Rx = i
v

− .  (rješenje: Π  ) 3Rπ−=
 
8. Izračunati tok vektora kxzyzjixya

vvv ++=  kroz dio sfere    u prvom 

oktantu  u smjeru vanjske normale.  (rješenje: 

1222 =++ zyx

16
3π

=Π  ) 

 
9. Izračunati tok vektora kxyzjxyiyxa

vvv ++= 22  kroz sferu  u smjeru 

vanjske normale.  (rješenje: 

2222 Rzyx =++

3

5R
=Π  ) 

 
10. Izračunati tok vektora kzjyixa

vvv 333 ++=  kroz sferu    u smjeru 

vanjske normale.  (rješenje: 

zzyx 2222 =++

5
32π

=Π  ) 

 
 
5.5. Greenova formula 
 
1. Izračunati ∫ +

C

xydyxydx 23

2,1,4 === yy

, gdje je C pravokutnik omeđen pravcima: 

  (rješenje:  ) ,2−= xx 0
 
2. Izračunati ∫ +−

C

xdydxyx )( 22 , gdje je C kružnica  (rješenje: 222 ayx =+ πa  ) 

3. Izračunati ∫ −
C

xdyyydxx sincos , gdje je C kvadrat s vrhovima: 

 )
2

,
2

(),0,
2

(),
2

,0(),0,0( ππππ .  (rješenje:
4

2π
−  ) 

 
4. Izračunati ∫ +

C

tgxdyxdxytg 2 , gdje je C kružnica .  ( rješenje: 1)1( 22 =++ yx π  ) 

 
5. Izračunati ∫ +−

C

xdydxyx )( 22 , gdje je C kružnica .  (rješenje: 422 =+ yx π4  ) 
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6. Izračunati ∫ +++
C

yx dyxedxye )()( 22

x=

, gdje je C rub područja omeđenog krivuljama: 

 .  (rješenje:yxy = ,2

30
1  ) 

 
7.  Izračunati ∫ −++++

C

dyyxxydxyxxy )()( , gdje je C kružnica  pozitivno 

 orijentirana.  (rješenje: 

axyx =+ 22

8

3πa
− .) 

 
8. Izračunati ∫ +−+

C

dyyxdxyx )()( 222

)5,2(),2, C

, gdje je C rub trokuta s vrhovima 

 .  (rješenje:3(),1,1( BA
3

140
− .) 

 
9. Izračunati ∫ +−

C

dyxydxyxx 223 )(

16&4 22 =+ yx

, gdje je C rub područja omeđen kružnicama 

 . (rješenje:22 =+ yx π120 .) 
 
10. Neka je C bilo koja zatvorena krivulja koja omeđuje područje površine S. 

a) Dokazati, ako su  konstante, tada vrijedi  

 
321321 ,,,, bbbiaaa

.)(( 21321 Sabdyayaxa −=++∫ )() 321 bybxbdx +++  

b) Pod kojim uvjetima je krivuljni integral duž bilo koje krivulje jednak nuli  
  (rješenje: b) .) 12 ba =

 
 
5.6. Potencijal i integriranje u polju potencijala 
 
Pokazati da je polje vektora av  polje potencijala i odrediti  potencijal  ako je : ),,( zyxPP ≡
1. kyxjzxixyza

vvvv 222 ++=   (rješenje:  ) CyzxP +≡ 2

 
2. kxyjxziyza

vvvv ++=   (rješenje: xyzP C+≡  ) 
 
3. kxyjxziyza

vvvv +++= )1(   (rješenje: P Cxyzx ++≡  ) 
 
4. kxjyxizxya

vvvv +−++= )2()2( 2  (rješenje:  ) CxzyyxP ++−≡ 22

 

5. 
zyx
kjia

++
++

=
vvv

v    (rješenje: CzyxP +++≡ ln  ) 

 

 
141



Praktikum Matematika III  Priredio D.Jovičić 
___________________________________________________________ 

 
142

 
6. 

zyx
kxyjxziyza 221+

++
=

vvv
v   (rješenje: CxyzarctgP +≡ )(  ) 

 
7. kjyeiyea xx

vvvv ++= cossin  (rješenje:  CzyeP x ++= sin
 
8. kyxzjxyzizxya

vvvv )2()2()2( 222 +++++=   
      (rješenje: xzP ≡  ) Czyyx +++ 222

9. kxyzjzxyiyzxa
vvvv 222 ++=   (rješenje: CzyxxyzP +++≡ )(  

 
10. Pokazati da je polje kxzjxizxyF

vvvv 223 3)2( +++=  polje sila . Izračunati potencijal. 
Izračunati rad što ga napravi tijelo gibajući u tom polju od točke ( )1,2,1 − do točke (
  

)4,1,3

 (rješenje: ∫∫
− −−

====++≡
)4,1,3(

)1,2,1(

)4,1,3(

)1,2,1(

)4,1,3(

)1,2,1(

32 202, PdPrdFWCxzyxP vv
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