Praktikum Matematika I11 Priredio D.Jovicié

Z.adaci za samostalni rad

3.1. - REDOVI
3.1.1: Redovi brojeva

e Odrediti s;, , s , 7, zaredove :

o0 1 . .
Lo (rjeSenje : s, =l(1_L) , s=l r = 1 )
2. % (rjeSenje: s, =1- ! 5o 8=, = ! =)

on(n + 1) (n+1) il

0

+1
Y

n=1 n (n + 2)

(1rje§,enje:sn:E—l 1 -+ ! =1 S:E’]ﬂn:l 1 —+ 1 -1
8 4| (n+D)° (n+2) 8 4 (n+D)° (n+2)

< 2
* ,;n(n+l)(n+2)
_ 1 1 1 1
(rjeSenje: s, —_—, S=— , =)
2 (n +DH(n+2) "’ 2 (n+1)(n+2)

N

mon(n+ 3)(n +6)
1 [73 1 1 1 1 1 1 } 73
+ + - - - § =

s >
(ricgeni ! 18 60 n+l n+2 n+3 n+4 n+5 n+6 1080
rjeSenje:

1 1 1 1 1 1 1
rw=7g + + - - -
18 n+1 n+2 n+3 n+4 n+5 n+6

6 (rjesenje: s = arct " §=— r. =arct, )
: jesenje: s, gn+1 ’ 4 " g2n+1

7 Ew arctg—l (rjeSenje: s =——arctg ! s=— , r, = arctg—l )
' ‘+n+l ! 0 S 4 n+l "’ 4 7" n+1
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8.

11.

12.

15.

17.

18.

n=1

(rjeSenje: s, = % —arctg

i arctg L
2n(2n—-1)

< 1
; Jr(n+1)(n+2)

, r,=arctg

Wy

1+4n 1+4n

3.1.2. Usporedivanje redova:

(rjeSenje: red divergira)

(rjeSenje: red konvergira )

(rjeSenje : red konvergira )

( rjesenje : red konvergira )

(rjeSenje : red divergira )

( rjeSenje :red divergira )

(rjeSenje : red konvergira )

(rjeSenje : red divergira )

( rjesenje: red konvergira )

(rjeSenje : red konvergira )

3.1.3 D’Alembertov kriterij :

1.

2 n’+5
-

n=1

(rjesenje: red konvergira )
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10. 3¢

00 n

1.

n=1 n 2’!

3.1.4. Cauchyjev kriterij:

T

NgE

S
Il
—_

NgE

L n

3
Il
—_

[Ms

I
—_

n

[ n-1
| 2n+1

(n+1

T

2

n{arcsin—

(rjesenj

(rjesenje

(rjeSenje

(rjeSenje

(rjeSenje

(rjesenje

(rjeSenje

(rjesenje

(rjeSenje

(rjeSenje

(rjeSenje

(rjesenje

(rjesSenje :

e: red divergira )

: red konvergira )

: red konvergira )

: red konvergira )

: red konvergira )

: red konvergira )

: red divergira )

: red divergira )

: red divergira )

: red divergira )

: red konvergira )

: red divergira )

red konvergira )
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r n

| n+1l
z_2n—1_

S

[2n+1]
| 3n+1 |

r n
n
| n+2

- .
;(1—;)

NgE

=
Il
—_

NgE

,,Z:; nln n(ln Inn)?
)

n=1

nlnnlnlnn

1M
S

_
a

(rjesSenje : red divergira)

( rjesenje : red konvergira)

(rjeSenje: red konvergira)

(rjeSenje: red konvergira)

(rjeSenje: red divergira )

(rjeSenje: red konvergira )

3.1.5. Cauchyjev integralni kriterij:

(rjesenje : red konvergira )

(rjesenje : red divergira )

(rjesenje : red divergira )

(rjeSenje: red konvergira )

(rjeSenje: red divergira )

( rjeSenje : red konvergira )
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I+n
7. rjeSenje : red konvergira
Z( . j (rjesenj gira )
2 (1+n2Y
8. Z( n3j (rjeSenje : red konvergira )
S\ 1+n
= In(n+1) o .
9. rjesenje: red konvergira
le e (rjeSen; gira )
10. ZL In” *l (rjeSenje: red konvergira )

3.1.6. Alternirajuci redovi:

Ispitati apsolutnu i uvjetnu konvergenciju

1. Z (- % (rjeSenje: uvjetno konvergira )
n —

2. Z( D" (rjeSenje: apsolutno konvergira )
n=l1 \/_

3. z — (rjeSenje: divergira )
n=l1

4. ! rjesenje: apsolutno konvergira
;( ){3n+2} (rjesenje: ap gira )

5 i(—l)"” 1-4-7-...(3n-2)

(rjeSenje: divergira )

— 3-5-7-...2n+1)
Inn . ) )
6. Z( " — (rjeSenje: uvjetno konvergira )
7. S (-1 " lutno k
. -1)" rieSenje: apsolutno konvergira
U35 anoyy  (oesenerap gira)
d 1
8. - — rieSenje: apsolutno konvergira
;( ) ————r (rjeSenje: ap gira)
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| 1

9. 1)
nzz;'( ) nlnn,/In(Inn)

(rjeSenje: uvjetno konvergira )

1
n—Inn

(rjeSenje: uvjetno konvergira )

10. i(—l)”

3.2. Redovi funkcija

Odrediti interval konvergencije reda funkcija i ispitati ponasanje na krajevima intervala:

L zln(n+1)xn+1

(rjeSenje : —1<x<1)

n=1 n
o0 x2n—1 \/_
2.y (- ——— (rjeSenje : —/3 <x<+/3)
nzz;‘ 3" nn
2 1., e 1 1
3. Z(1+—) X (rjeSenje : ——<x<—)
n=l1 n e e

> (Bn—-2)(x—5)"
+ Z; 2" (n+1)*

(rjeSenje :3<x<7)

5. al (rjeSenje: —2<x<2)
o 2nn
0 2/171x2n71 1 1
6. —_— (rjeSenje : ——=<x<—)
2 (a3 NN
o0 ' n
72’”5 (rjeSenje: —e<x<e )
n=1 n
0 xn—l
8. rjesenje: —3<x<3
,,Z::‘n3” Inn (1 ! )
< -2)" ) .
9. Y (-1 U € ) rjeSenje: 1< x <3
;( ) (n+1DIn(n+1) (1 ! )
2 1., ., . 1 1
10. Z(1+—) (x—1) (rjeSenje: 1 ——<x<1+—)
— n e e
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3.3. Fourierovi redovi

3.3.1. Razyviti funkciju f(x) u Fourierov red na intervalu [a,b]:

1. f(x)z%,0<x<27r (rjeSenje : f(x)= zsnzkx
R 1 4 &Geos(n(2m—1)x)
2. x)=x|,-1l<x<l rieSenjie : f(x)=———
f(x)=| (tjeSenje : f(x)== ﬁz )
k+1
3. f(x)=|cosx| ,—m<x<nm (rje§enje:f(x):— z( V ZCOSka))
T k=1 4k —
4. f(x)=|sinx| ,—-w<x<nm (rjedenje : f(x)_g_i cos22kx
T 4k —1
/A T . . 16 ( l)kHSll’lex
5. X)=XxXcosX ,— <x<— rjesenje :
f(x) 5 5, (elen] ﬂ; e )

3.3.2. Razviti u Fourierov red a) kosinusa ; b) sinusa

6. f(x):{ X za OSx<1’

2—x za 1<x<2
4 & cos(2k—1)mx
72 ko1 (2/(—1)2
8 Z (—l)kSin(2k+1)7zc)

72 ic1 (2k+1)?

. . 1
(rjeSenje : a) ——

(rjesenje : b)
7. f(x)=xsinx,0<x<r
© s 1)k
(rjeSenje : a)1+2ZM )

T 16 & ksin2kx

rieSenje : b) —sinx — —
(rjeSenje - b) = k14k2—1)

8. f(x)zx+%,0£x<7z

e e}
(rjeSenje : a) 7 — 4 - —cos 2k—1)x

Tr=1 (2k- 1)
(rjesenje : b)zl_?)(_lk) sznkx)
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9. f(x):%—x,0<x<7z

10. f(x)=7m—-x,0<x<rx

(rjesenje : a) iz cos 2k = l)x)
wia (2k— 1)
(rjesenje : b) z sin 2k )

4 cos(2k—1)x l)x
T (2k-1)°

(rjesenje : b) 22 sinkx
ok

(rjeSenje : a Z
2
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4. DIFERENCIJALNE JEDNADZBE

4.1: Diferencijalne jednadzbe prvog reda

4.1.1. Separacija varijabli

1 (14 y3)dx = (1+ x%)dy (rjegenje: y=ST% )
1-Cx
2. y—xy' =a(l+x’y") (rjeSenje: y=a+
1+ax
2 2y 0, 2 2 D 1+x
3.+ )y +xT -y =0 (rjeSenje: (x+y)(x—y—2)+21n1 ‘:C )
-y
4. ye*dx—(1+e*)dy =0 (rjeSenje: y = Cy1+e™" )
5. 9(1+x*)y' =1+ 7 (rjesenje: ln\/1+y2 =arctgx+C )

X—y

(rjesenje: In

, L Xty . y X
6. y' +sin = sin te—~=C-2sin—
y > g4‘ 2)

Odredi posebno rjesenje koje odgovara pocetnom uvjetu:

7. y'sinx=ylny , y(%):e (rjesenje: y =1, y:eth )
8. yitgx—y=1, y(%)=1 (rjeSenje: y =2sinx—1

9. sin ycosxdy =cos ysinxdx , »(0) =% (rjeSenje: cosx = \/Ecosy )

(rjeSenje: y = 2sin® x—% )

T 1
10. y'=Q2y+1ctgx , y|—|=—
y'=Qy+1cig y(4j 5

4.1.2. Homogena diferencijalna jednadzba

Lydx + 2 - 0)dy = 0 (jesenie: \/E +infy|=C)
y
2.(y++/x* +y*)dx —xdy =0 (1rje§enje:y=%(x2 -C?%))
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3.y = I (rjesenje: y = xe! tCx )
X X

4. (x> +2xy — y>)dx + (¥ +2xy —x*)dy = 0 .Odrediti integralnu krivulju koja prolazi

tockom M(1,1). (rjesenje: x> +y° =x+y )
i y
5. xydy — y’dx = (x+y)’e *dx (rjesenje: (x + y)InCx = xe* )
6. xy' = xsin2 + ¥ (rjesenje: y = 2xarctgCx )
X

7. x2—y? —2x' =0 (rjesenje: x> —2Cx + y* =0, familija kruznica )

dx d D
8. — - = 2y (r_]esenje:y(y—Zx)3 = C(x—y)2 )

X —=xy+y 2y° —xy

9.y = R 1, odrediti integralnu krivulju koja prolazi tockom (1,1).

y X

(rjeSenje: y* = x*(21n|x| +1) )

10. (1+e”)dx+e” (1-)dy = 0.0drediti integralnu krivulju koja ide totkom M(0,2).
y

X

(rjeéenje:x+ye; =2)
1. (x-2y+5)dx+(2x—y+4)dy=0 (rjesenje: (x + y—1)> =C(x -y -=3) )

12.Dokazati da su integralne krivulje jednadzbe (ax +by + c)dx + (ay —bx+d)dy =0
logaritamske spirale.

4.1.3. Linearna diferencijalna jednadZzba

l. y'+ y=cosx (rjeSenje: y =Ce™ +%(cosx + sin x)
S S (rjeSenje: x = yln|y|+g )
2ylny+y—x y
3. y'= ! ‘ (rjesenje: x = Ce™’ —2siny—2)
xcosy+sin2y
4. y'—gy =@ (rjeSenje: y = Cx” +e*)
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5. (1 + yz)dx = (arctgy — X)dy (rjeéenje: X = actgy _ 1 + Ce—arc'tgy )
Odrediti posebna rjesenja koja zadovoljavaju pocetne uvjete:
6. 0 ~—2—=x, y(0)=1

x+1

(rjeSenje : ne postoji rjesenje koje zadovoljava pocetni uvjet )

7. y'+x2y=x2 ., v(2)=1 (rjesenje: y=1)
' 1 C oy . X
8 y —ytex=——, y(0)=0 (rjeSenje: y =
cosx cosx
9. 1-x*)y'+xy=1 , y(0)=1 (rjeSenje: y =x+1-x" )
10. y'+ ycosx=sinxcosx , p(0)=1 (rjesenje: y =2e ™™ +sinx—1)

4.1.4. Bernoullijeva diferencijalna jednadZba

. .1 2 1
1. y'+2xy=2x"y’ (rje§enje:7 =Ce™ +x’ + )
2.9 +2 1y =0 (rjeSenje: y = ! )
x+1 (1+2)|C + In[L + x]|
3. 9" (ay' +y)=x (rjeSenje:ny” = Ce “ +nx—a )
xz
4. xdx = (——y*)dy (rjesenje: x> = y*(C—-y?) )
y
5. x)'+y=y"Inx (rjesenje: y(1+ Injx|+ Cx) =1)
6. y' — ytgx + y> cosx =0 (rjesenje: y(x+C) = )
cosx
2
2 C + In|cos x;
7.y +2_y = \/2; (rjeSenje: y = {# + tgx} )
x cos’x
4
8. xp' —4y—x>/y=0 (rjesenje: y:%ln2|Cx| )
2 2a
. ) -~ b
9. ydy—%dx=b;‘;x (rjesenje: y* =Ce * ——)
x x a
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10, ' = W) -y’
S(x)
(rjesenje: y :M )
x+C

, gdje je f(x) proizvoljna diferencijabilna funkcija.

4.1.5. Egzaktna diferencijalna jednadZzba

1. 2x° —xPdx+ 2y’ =x’y)dy =0 (rjesenje: x* —x’y* +y* =C)
2. 2xdy ——(— 4 - —1)dx=0 (tiesenje: x + arcte X = C )
x“+y x“+y X
3. e’dx+(xe’ —2y)dy =0 (rjesenje: xe’ —y> =C)
4, yx’dx+x"Inxdy =0 (rjesenje: x* =C )
xdx + yd dx — xd Dy
5. - J f =2 5 24 (rjesenje:A/x° + y° +2=C )
NX T+ Y X X
¥ : X .
6. ( 5 +s1nx)dx+( > +smyjdy=0
coS” xy cos” xy
(rjeSenje: tgxy —cosx—cosy =C )
7. (I+xyx> +y)dx+(=1++/x> +y* ) ydy =0
(rje§enje:%w/(x2 +y?) +x—%y2 =C)
8. (lsini—%cosl+ Ddx + (lcosl—izsinl%r%)dy =0
y oy x X X x y Xy
(rjeSenje: sinl—cos£+x—l= C)
X y Y

9. (1+y’sin2x)dx—2ycos’ xdy =0
(rjesenje: x—y° cos’ x=C
10. 2xcos’® ydx + (2y — x” sin 2y)dy = 0. Odrediti onu integralnu krivulju koja prolazi
ishodistem .

(rjesenje: 2y +x°cos2y+x> =0

4.1.6. Clairautova diferencijalna. jednadZzba

1. y:xy’+i, (a>0) (tiesenje: y = Cx+—— ,C#0 , y* =2ax )
2y 2C

2.2y =x(y" +4) (rjeSenje: y = Cx’ +é ,C#0, y=%+2x)
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3. y =xy!_y/2

4. y=xp' +41-y" (rjeSenje:

y=Cx+\/1—C2 =0, y2—3c2 =1, (y>0))

1 ) .
5.y=x'+— (rjesenje

6. y=xy' —al+y"” (rjesenje

(rjeSenje: y=Cx—C* , y

:y:Cx+%,C¢O , yi=4x)

 WC-x)=C" , y=4x)

7. (' + ) =y (rjesenje:

y=Cx—av1+C> 20, y*+x* =a’)

8. y* —2xpp'+(1+x*)y”? =1 (rjesenje
9. y=xy'+y'Iny’ (rjeSenje
10. y=xy'++—-a' (rjesenje

11. y=xy'++/9y" +4 (rjesenje:
12. y=xy' ++a’y"” +b* (rjesenje:

4.2. Diferencijalne jednadZbe drugog i trec¢eg reda s konstantnim

koeficijentima

4.2.1 Metoda varijacije konstanti

. y"+y=

COS X

2. y"+4y'+4y=e"Inx (rjeSenje: y =(C, +xC, +

e IICT oy

:y=Cx+InC , y=e ")

:y=Cx++—-aC #0 , y=4i)

QN|><N \o|><N

x*Inx 3x° .,
——)e
2 e )

+ +
AR REN S

=1)
~1)

3. "=y +4y=e""cose’ (rjeSenje: y=C, +C,e* —cose* )

X

(rjeSenje: y = C, cos+ C, sinx + xsin x + cosxIncosx )

1)
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2x

4. y"—4y'+5y = ¢ (rjeSenje: y = [Cl cosx+C,sinx + cosxln|cos x| + xsin x]ez"

COS X
)
" 2 s . . . X T
5. " +y=1tg"x (rjeSenje: y = C, cosx +C, sinx + smxlntg(5+z) -2)
6. y'-2y= 4x%e™ 7. (rjesenje: y = Cle_ﬁx + Czeﬁx +e*)
7.y"=2y'+y= ¢ = (rjesenje: y = [Cl +xC, +V4—x" + xarcsing}ex)
4-x
e—2x e—2x
8.y +4y' +4y=— (rjesenje: y = (C, +xC,)e ™ +2—)
X X
9. y'+2y'+2y=—no
e’ sinx
(rjesenje: y =C,e" +C,e”* —e" InV1+e™* +e” arctge”)
2x
10. y"=3y"+2y=

e +1

(rjesenje: y =C,cosx+C,sinx+cosxIn tg(g + %) —2sinxcosx)

4.2.2. partikularno rjesenje

Odrediti oblik partikularnog rjeSenja, ako su zadani korijeni karakteristicne jednadzbe i
funkcija smetnje (desna strana jednadzbe):

l.n=-1 r,=1 f(x)=e " (ax+b) (rjeSenje: 7 =x(Ax+ B)e ™)

2.n=-1 rn=-1, f(x)=e "(ax+b) (rjeSenje: 17 =x"(Ax+ B)e™ )

3. n=2i, r,=-2i, f(x)=e "(asin2x+bcos2x)
(rjeSenje: 1 = x(Acos2x + Bsin2x) )

4. rn=-1-i, r,=-1+i, f(x)=e "(asinx+bcosx)

(rjeSenje: 7 = x(Asinx+ Bcosx)e ")
5.1,=r,=r,=0, f(x)=ax’ +bx+c (rjesenje: 17 =x"(Ax” + Bx+C) )

6.rn=i,r,=—i, =1 f(x)=sinx+cosx

(rjeSenje: 77 = x(Asinx + Bcosx) )
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7.1=3-2i, r,=3+2i, r,=r,=0, f(x)=e(sin2x +cos2x)

(rjesenje: 17 = x(Acos2x + Bsin2x)e™ )

8.7n=r=3-2 i r,=r,=3+2i , f(x)=e"(sin2x +cos2x)

(rjeSenje: 17 = x"(Asin2x + Bcos2x)e™ )

9. n :—1, r, =1 s I3 :2, f(x):ae_x + be”
(rjesenje: n=x(Ae™ +Be") )

10. n=r,=r,=1, f(x)=ae " +be"
(rjeSenje: 7= Ae™ +x’Be" )
4.3. Sustavi linearnih diferencijalnih jednadzbi

Odrediti op¢e odnosno opce 1 posebno rjesenje ako je:

i X = 2x+y
oy = 3x+4y

(rjeSenje: x=Cle' + C,e™ , y=—Ce' +3C,e™)

X = —x-5y .. . x=(2C,-C,)cos2t—(2C, +C, )sin2t
2. <. (rjeSenje : ] )
y = x+y y=C, cos2t+C,sin2t
= —-3x+4y-2z
3.9y = X+z
z = b6x—-6y+5z

(rjeSenje: x =Ce' +Cie ™,y =C,e' +C,e” ,z=2C,e* —C,e”"

= x—-y-z
4.5y = x+y
z = 3x+z
.. x=e'(2C,sin2t+2C,cos2t,y=¢'(C,—C, cos2t+C, sin2t)
(rjeSenje:
z=e'(-C,-3C, cos2t+3C, sin2t)
= 4x-y-z

539 = x+2y—z
Z = x—-y+2z
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(rjeSenje :x=Ce™ +(C, +C; )e ,y=C,e” +C,e” ,z=C,e” +C,e™)

6 X = x+2y (tjesen; x=Ce" +2C,e" —cost+3sint,
e ) rjeSenje:

y = x-—S5sint y=-Ce +C,e* +2cost —sint
; {x = 4x-3y+sint (rjegeni szle’+3C2e2t+cost—28int,
e rjeSenje:

y = 2x—y-—2cost y=Ce' +2C,e* +2cost —2sint

g X = x—y+8t
o= sx-y

x=C cos2t—C,sin2t+2t+2

(rjeSenje: ] )
y=(C,+2C, )cos2t+(2C,-C, )sin2t +10t

x = 2x—-y . . x=Ce +Ce’ +e'(2cost—sint),
9.4 . (rjesenje: X

y = —x+2y->5¢'sint y=Ce' —C,e” +e'(3cost +sint)

v = +t0%t—1 ) . x=C,cost+C, sint +1tgat,
10. x yrig (rjeSenje: o 2 &

y = —x+tgt y=-C,sint+C,cost+2

¥ = x+3y, x(0)=3 L. x=3Ce"+Ce", y=Ce’ +C,e"
11. 4 . (rjeSenje: )

y = —x+5y, y(0)=1 x=3e",y=e"

1 x = 3x-2y, x(0)=1
|y = 4x+7y, ¥(0)=0
xzes’(Clcos2t+C2sin2t),y:eSt((Cl—Cz)sin2t—(Cl+C2)cos2t)

(rjeSenje:
x=e"(cos2t—sin2t),y=2e" sin2t

yv+z, x(0)=0

13. 3y = z+x, »y(0)=2
z = x+y, z(0)=-1
.. x=Ce"+Ce’,y=Ce* +Cie ,z=Ce” —(C,+C, e’
(rjeSenje: , ) ) )

x=e'+e' ,y=e”’ +e’,z=e" -2e”"
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5. - VEKTORSKA ANALIZA

5.1. Krivuljni integrali prve i druge vrste

. d .
1. IzraCunati I—S ,gdje je C segment pravca y = x + 2 segment pravca od tocke
X+

(2,4) do (1,3) (rjesenje: %ln2 )

3
2. Izradunati _[ x’ds , gdje je C gornja polovica kruznice x* + y° = a” (rjesenje: % )
C

3. Tzracunati [ xds , gdje je C krivulja

{x = a(cost +tsint)
c y

= a(sint—tcost)
a2 3/2
0<<2x. (rjesenje: ?[(1+4712) —1] )
4. IzraCunati .[ xyds , gdje je C pravokutnik omeden pravcima :
C
x=0,x=4,y=0,y=2 (rjeSenje: 24 )

2 2

5. IzraCunati .[ xyds , gdje je C dio elipse x_z + 2}—2 =1 u prvom kvadrantu.
v a
2 2
(rjeSenje:. abla” +ab+b’) )
3(a+b)

6. Izradunati I(x — y)ds , gdje je C kruznica x° + y* = 2ax . (rjeSenje:. 2a°7x )
C

7. Izracunati I(x — y)ds , gdje je C, desna latica lemniskate (x* +y*)* =a’(x* —y?)
C
( rjeSenje: a’~2 )

8* Izradunati J‘(x2 +y? +z%)ds, gdje je C jedan zavoj zavojnice
C

: . . 4b*r’
x=acost , y=asint , z=bt 0<t<2r (rjeSenje:.2z\a’ +b*(a’ + bx

)-)
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9% IzraCunati J.
C

——— » &dje je C jedan zavoj zavojnice
X +y +z

Va* +b* 2br

x=acost , y=asint , z=bt 0<¢<2x (rjeSenje:. 5 arctg J)
a a
2 2 2 2 3
. .. .. +)y + = . .2
10*. Izracunati Ixzds, gdje je C krivulja {x e ‘. ( rjeSenje:. az )
’. X+y+z =

11. Izradunati I (xy — y*)dx + xdy , gdje je C luk parabole y = 2x> od to¢ke (0,0) do (1,2).
C
.31
rjesenje:. —
(rjeSenjer. =)
12. . IzraCunati Iyzdx+ x’dy, gdje je C luk gornje polovice elipse x = acost , y =bsint
C

. — C 4
pozitivno orijentiran. ( rjeSenje:. —Eab )

13 Izracunati I y*dx +x*dy, gdje je CA rub trokuta s vrhovima : 4(0,0), B(1,0),C(0,1).
C

(rjeSenje: 0 )

14. Izradunati J‘(x2 —y3))dx + (x> + y*)dy, gdje je C pozitivno orijentirana elipsa
C

2 2
z_2+z—2 =1. (rjesenje: m(a’ —b*).)

15. Izracunati I 4xsin® ydx + ycos® 2xdy , gdje je C spojnica todaka
C
(0,0) i (3,6) (rjesenje: 18 )
((8)
16. IzraCunati I2xydx+ x’dy duzkrivulja :a)y = x,b)y=x>,c)y=x",d)y* =x

(0,0)
(rjeSenje: sva Cetiri jednaka 1)

17. Izradunati j (2a — y)dx + xdy , gdje je C luk cikloide
C

x=a(t-sint), y=a(l—cost), 0<t<2x, (rjeSenje: —2a’x )

18. IzraCunati IM ,gdje je C kruznica x = acost, y =asint
LoXT 4

pozitivno orijentirana. (rjeSenje: 27 )
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19. IzraGunati J‘ w

X +Yy
pozitivno orijentirana. (rjeSenje: 0 )

, gdje je C desna latica lemniskate 7*> = a’ cos2¢

20. Pokazati da integrali :
(3.0)
a) .[(x4 +4xy*)dx +(6x°y* =5yH)dy ,
(-2.-1)
.7 2
b) [ (1-Z5cosZ)dx +(sin + = cos D)y,
X X X

X Y
() X

X
ne ovise o putu integracije, pa izraunati njihovu vrijednost. (rjeSenje: a) 64 ,b) 7 +1)

5.2.  PloSni integral prve i druge vrste

[u—

JIzradunati ”U (x,y,2)dS, gdje je S ploha paraboloida z =2 — (x* + y*) iznad ravnine
S

xy akoje:a) U(x,y,z)=1;b) U(x,y,2)=x"+y* ;¢) U(x,v,2z) =3z
137 1497 1117

rjeSenje : — ,b ,
(JJa)3 )30 c)lo)

2. Izradunati povrsinu dijela sfere x* + y*> + z*> = a” $to ga odsjeca cilindar x* + y° = ax.

(rjesenje: S = (7 —2)a’)

3. Izracunati koordinate tezista plohe iz zadatka 1

”z\/l+4x2 +4y° dxdy o
(rjeSenje: x, =y, =0 z =- =
”w/l+4x2 +4y2dxdy 130
N

, koristi rjeSenjee a) i c) )

4. IzraCunati ” A-7°dS , gdje je S dio ravnine 2x + y +z = 6 u prvom oktantu,
S

A=xyi —x*j+(x+2)k =6 ,i 7" jediniéni vektor normale ravnine.

(rjeSenje : 1 =27r7 )

5. IzraGunati povrsinu dijela sfere x* + y° +(z —a)® = a’ unutar paraboloida x> + y> =z
(rjeSenje : S =27 )

6. Izracunati ” Vx> + »°dS, gdje je S dio plohe stosca x> + y° = z’omeden
N

ravninama z =0 , z=3.(rjeSenje: S = 1827 )
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7. Izradunati povrSinu dijela paraboloida 2z = x* + y* izvan stoSca z = \/x* + y°

(rjesenje: S = %ﬁ(Sx/g—l) )

8. Izradunati povrinu dijela stosca z*> = 3(x” + y*) odsjeden paraboloidom z = x> + y°
(rjeSenje : S =67 )

9. Izracunati [ = I j vzdydz + xzdxdz + xydxdy gdje je S vanjska strana trokuta koji nastaje
N

presjecanjem ravnine x+ y +z —a =0 s koordinatnim ravninama .: a) kao plosni
4

: o D a

integral prve vrste ;b) kao plosni integral druge vrste. (rjeSenje: [ = ry )

10. Izracunati / = ”xzdydz + y?dxdz + z*dxdy , gdje je S vanjska strana paraboloida
N
x> +y® +2az =a’ u prvom oktantu:
a) kao povrSinski integral prve vrste

b) kao povrSinski integral druge vrste.

4
rjeSenje: [ =a'(—+—
(rjesen;j (15 48)

5.3. Cirkulacija i rotor vektora, Stokesov teorem

5.3.1. Cirkulacija C vektorskog polja a je krivuljni integral duz zatvorene orijentirane
krivulje L.

Dakle, po definiciji C = §>Zz -dr , gdje simbol § oznacava integral duz zatvorene 1
L L

orijentirane krivulje L.

Ako je vektorsko polje @ dano u koordinatnoj formi

a=P(x,y,2) +0(x,y,2)] +R(x, y,2)k , tada je cirkulacija vektorskog polja

C= dex + Qdy + Rdz. Za pozitivni smjer obilaska uzima se onaj pri kojem podrucje
omedeno krivuljom ostaje na lijevoj strani prilikom obilazenja krivulje.

5.3.2. Primjer: Izradunati cirkulaciju vektorskog polja @ = —y°i + x°j duz elipse

2 2
X Y
a—2+b—2:1.
Prema definicije bit¢e: C = ﬁc‘z S dr = §— ydx + x’dy
L

L
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. . X =acost L
Parametarske jednadzbe elipse { . 0<t<2x .Sljedi:
v =bsint
dx = —a sin tdt, dy = b cos tdt. Nakon uvrStavanja u integral dobivamo

2
= ab [[b* sin* 1+ a* cos* it = %ﬂab(az +5%)
0

jerje:
2r

j-sm ta’t——.[(l cos2t)’dt = —.[(1—2co 2t + #)dt=
0
1 2z

=— [2—200521 +— cos4t}dt = % J.édt
0

2

2z
Analogno je i Icos“ tdt = %7[
0

5.3.3 Primjer:
Izradunati cirkulaciju vektora @ = yi —2zj + xk duZ krivulje

y = X . Y -
E.= {2 ) ) ) R’ pozitivno orijentirane u odnosu na vektor i
X" =y +z° =

a) direktno, b) pomocu Stokesova poucka.

a) direktno
Krivulja E ima parametarske jednadzbe
x=Rcost , z=Rsint , y=Rcost
dx =—Rsintdt , dy=—-Rsintdt , dz= Rcostdt

j;d-df = §ydx—22dy + xdz = RZT[— sintcost +2sin’ ¢t + cos’ t]dt
0

E

=R’ +2(= - )+ —+

2 2 4 2 4

cos’t t sin2t. t s1n2t}| 3Ry

b) pomocu Stokesova poucka

§a dr—” rota-n )dS

i 7k
rot&-i 9 £=2?—]—/€
x Oy Oz
y =2z X
i’ grad[x Y ] i-J —>rota-n = 3 ds drdz = 2dxdz
||grad X y]| 2 NGO |cos |
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it;a-df = ”(rotd . ﬁo)dS = %”\Ea’xdz =3R’x.

E
5.3.4. Zadaci : Cirkulacija vektora

1. Izradunati cirkulaciju vektora duz kruznice (x —x,)* +(y —y,)° = R* negativno

orijentirane. (rjesenje : C =27R* )

2 2 2
v .. .. _ - = = v v . X + +z =
2. Izracunati cirkulaciju vektora a = zi + xj + vk duz kruznice { Y
X 4y 4z =

27R?

V3

(rjeSenje : C =

)

PR
Xty 2 2

3. Izradunati cirkulaciju vektora a@ = yi —zj + yk duz elipse

pozitivno orijentirane u odnosu na vektor 7 . (rjesenje : C =2’ )

R2

4. Izratunatirad sile F =2xyi + y*j —x’k kada se materijalna to¢ka giba duz presjeka

hiperboloida x> + y* —2z* = 2a4” iravnine y = x od tocke (a,a,0) do (a\/a,a\/z, a)

(rjeSenje: W = (2\/5—%)612 )

5. IzraGunati cirkulaciju vektora @ = z%i + x°j + y°k duz kruznice
o4yt o427 = R L 3
pozitivno orijentirane u odnosu na vektor 7 .

X +y +z =

47R*

)

(rjesenje : C =

6. Izradunati cirkulaciju vektora @ = z°i + x° j + y°k duz krivulje $to je na paraboloidu

2 2 2 2 .y . .. . .
2x" —y~4+z" =R sjeCeravnina x + y =0 orijentirane pozitivno u odnosu na vektor

37R*

)

i . (rjeSenje: C =

7. Odrediti cirkulaciju vektora @ = y*i + xyj + (x> + y*)k duz krivulje u prvom oktantu,

$to je na paraboloidu x* + y* = Rz odsijecaju ravnine x=0, y=0, z= R pozitivno
L : : L R’
orijentirane u odnosu na vanjsku normalu paraboloida. (rjeSenje: C = Y )
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7. lzradunati cirkulaciju vektora @ = (xy + x + y)i + (xy +x—y)j duz kruznice
3
: L L a
x> +y® = ax negativno orijentirane. (rjeSenje: C = =7 )

8. Izradunati cirkulaciju vektora @ = (xz + y)i +(yz —x)j —(x* + y*)k duz kruznice
2 2
{x +y° =1

zZ =

pozitivno orijentiranu u odnosu na vektor & . (rjeSenje: C = —27 )

9. IzraGunati cirkulaciju vektora @ = (2x +z)i +(2y —z) ] + xyzk duZ krivulje u prvom

oktantu, §to je paraboloid x° +y? =1-2z, odsijeca na koordinatnim ravninama.
3

(rjesenje: C:R? )

5.4. Toki divergencija vektora, teorem Gauss-Green-Ostrogradski

5.4.1.Primjer:
Izradunati tok vektora @ = xyi + x°y j + y’zk kroz vanjsku stranu zatvorene

povidine z=0,z=x>+y> , x+y° =1,

Primjenimo Gaussov teorem : U naem primjerusu:P=xy, Q=x"y , R=y’z paje

divergencija
diva =6—P+6—Q+6—R:y+x2 +y?
x Oy Oz

Prema teoremu o divergenciji je H (@-n°)dsS = j”div&d V' ,pa nam valja izraCunati
N Vv

integral : m (y+x° + y)dzdydx
vV

Uvedimo cilindri¢ne koordinate : x =rcos¢ , y=rsing , z=z
Granice integracije bit ¢e :

2

r|; , ¢|2: , zr0
I”(y +x° + y?)dzdydx = T[j'{(rz sing + r3)]2 dz}dr]dgzj
= z‘f|:j:(r4 sin ¢ + rS)dr}d¢ = T(%t sin ¢ +%|; Yd ¢ :%

5.4.2 .Primjer:
Izradunati tok vektora @ = x’i +y°j +z°k kroz sferu x> + y*> +z> =2z,
a) direktno, b) pomocu terema o divergenciji.
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a) direktno:
F(x,y,2)=x>+y>+(z=1)=1=0

Ploha ima jednadzby ~ Y2 =X Yy HE=D
F o=2x,F =2y, F, =2(z-1])
_o gradF 2xz +2y) +2(z - 1)k

" Jgradr] J4(x +y2 +(z—1)

CG (13

=+(xi +y ] +(z=1k)

Predznak normale je “+” na gornjoj polusferi,a na donjoj polusferi.

z—=1  za ;/<Z
cos;/:|z—1|: 2

b4

—(z=1) za >—
(z=1) 7>3
Element povrSine dS = dxdy = dxdy
|cos 7/| |z - 1|

4

4
(@-7i°)dS { ty }dxdy

=1~

Nadalje je tok IT =TI, +1I1, ,gdje je I1, - tok kroz gornju ,a IT,- tok kroz gornju polusferu

Xy 14+4/1— dxd
IT, J.J.[m+(+ (x? +y )]xy

m, Xy 1-\f1- dxd
jj[m ( <x+y)]xy

Nakon sredivanj a dobivamo :

2”\/dedy+8”mdxdy_2”(xz +y2)mdxdy

Uvedimo polarne koordinate
1 2z
x=rcos¢,y=rsing, dxdy=rdrdg , r| , ¢|
0 0

Svedimo rac¢unanje toka na tri integrala :
5
r
I, =2
1 2['! NI=72
[ iy
=2||(cos* g —sin* ¢) dr}d¢ =— | (cos®* ¢ —sin* p)d¢
0 o V1= r 15 0

8

5

1, —8”1*”drd¢ SJDF\/ﬁdr} 163”

(cos* ¢ —sin* @)drdg
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I, = —2“ PNl = PPdrdg = —2T ﬁ N rzdr}@ _ _ &

o | % 15

Konacno je :H=8—7Z+16_7[_8_7[: 327
5 3 15 5

b) pomocu teorema o divergenciji
”(a .7i%)dS = mcﬁvadV
S Vv

Uvodimo sferne koordinate x =rsinfcos¢ , y=rsinfsing , x=rcost

2cosé /2

27
. 9 . 0]
0 0 0

a’iv&z8—P+8—Q+8—R:3(x2 +y°+2%)

Granice : r

ox Oy

Il= 3_[”[)(2 +y2 +22]dxdydz _ 3T ﬂJ/_z {20]1‘;4 sin Hdr}dﬁ}d¢
v ol oL 0
- 3T[ﬂj‘2 {§| 2§Zﬁg}d€}¢ = %T ”J/-zcoss 6 sin Hda}dgé - 327”

0 0 0 0

5.4.3. Zadaci: Tok vektora
1. Izratunati tok vektora @ = x*7 + y*j + zk kroz plohu 4/x* + y*> <z <1 u smjeru

vanjske normale. (rjeSenje:I1 :g )

2. Izratunati tok vektora @ = x*7 + y*j + z°k kroz plohu x* + y* =z ,z <1 usmjeru

vanjske normale. (rjeSenje: I1 :% )

3. IzraGunati tok vektora @ = x*7 — y* j + z°k kroz dio sfere

x> +y*+z°=R*, x>0, y>0, z>0 usmjeru vanjske normale. (rjeSenje: I1 =

4. Tzratunati tok vektora @ = 2x%7 +3y”j + z°k kroz ukupnu povrsinu tijela

Jx*+y® <z<{2R* —x* -y’ usmjeru vanjske normale. (rjeSenje: I1=7zR" )
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5.

. _ - — . H ..
Izradunati tok vektora @ = xi + y° j + zk kroz dio plohe z = F(x2 —»*) odsije¢en

cilindrom x> + y? = R? orijentiranom u skladu s jedini¢nim vetorom £ .
(rjeSenje: I1=0 )

6. Izradunati tok vektora a = x°i + y*j — z°k kroz plohu kocke
0<x<a, 0<y<a, 0<z<a usmjeru vanjske normale. (rjeSenje: [1=a’ )
7. Izradunati tok vektora @ = 2xi + yj — zk kroz dio paraboloida y* +z? = Rx odsije¢en
ravninom x = R orijentiranom u skladu s vektorom —i . (rjeSenje: I1=—2zR" )
8. Izratunati tok vektora @ = xyi + yzj + xzk kroz dio sfere x* + y? +z> =1 u prvom
oktantu u smjeru vanjske normale. (rjesenje: I1 = i—z )
9. Izratunati tok vektora @ = x*yi +xy°j + xyzk kroz sferu x* + y* +z> = R* u smjeru
5
vanjske normale. (rjeSenje: Il = Y )
10. Izratunati tok vektora @ = x°7 + y° j + z°k kroz sferu x> + y* +z% =2z u smjeru
. . . 2
vanjske normale. (rjesenje: Il = 3?7[ )
5.5. Greenova formula
1. IzraCunati §3xydx +2xydy, gdje je C pravokutnik omeden pravcima:
C
x=-2,x=4,y=1,y=2 (rjeSenje: 0 )
2. Izradunati §;(x2 — y*)dx + xdy , gdje je C kruznica x* + y* =a’ (rjeSenje: ar )
C
3. Izracunati §;xcos ydx — ysin xdy , gdje je C kvadrat s vrhovima:
C
2
T, T T : .
0,0),(0,—),(—,0),(—,—). (rjesenje: — —
(0,0),( 2)(2 )(2 2) (rjesenj 4)
4. Izradunati §;ytg2xdx +tgxdy , gdje je C kruznica x* +(y+1)> =1. (rjesenje: 7 )
C
5.

[zraCunati §(x2 — y*)dx + xdy, gdje je C kruznica x* +y* =4. (rjeSenje: 47 )
C
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6. Izradunati §(ex +y%)dx + (e’ +x*)dy, gdje je C rub podru¢ja omedenog krivuljama:
C
=x’,y=x (r'eéen'e‘L )
y > Y - 1] i 30

7. lIzraGunati §(xy +x+ y)dx + (xy + x— y)dy , gdje je C kruznica x° + y* = ax pozitivno
C

3

7r.)

orijentirana. (rjeSenje: —

8. IzraCunati §(x +y) dx— (x> + y*)dy, gdje je C rub trokuta s vrhovima
C

A(1,1),B(3,2),C(2,5). (rjesenje: — % J)

9. IzraCunati ﬁ(x3 —x*y)dx +xy°dy , gdje je C rub podru¢ja omeden kruznicama
C
¥ +y’=4 & x’+y’=16. (rjeSenje: 1207 .)

10. Neka je C bilo koja zatvorena krivulja koja omeduje podrucje povrsine S.
a) Dokazati, ako su a,,a,,a, i b,,b,,b, konstante, tada vrijedi

f(alx +a,y+a;)dx+(bx+b,y+b;)dy=(b —a,)S.
b) Pod kojim uvjetima je krivuljni integral duz bilo koje krivulje jednak nuli
(rjeSenje: b) a, =b,.)
5.6. Potencijal i integriranje u polju potencijala

Pokazati da je polje vektora a polje potencijala i odrediti potencijal P = P(x,y,z) ako je:

1. a=2xyzi +xzj +x*yk (rjesenje: P=x"yz+C )
2. a=yzi +xz +xyk (rjesenje: P=xyz+C )
3. a=(yz+1)i +xz +xvk (jesenje: P=x+xyz+C )
4. a=Q2xy+2)i +(x* =2y)j +xk (rjeSenje: P=x*y—y> +xz+C )
i+ j+k L
5. a=—" (rjeSenje: P = ln|x+ y+ z| +C)
x+y+z
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yzi + xzj + xyk

6. a= o) (rjeSenje: P = arctg(xyz)+C )
I+x7y°z
7. Ga=e sinyi +e*cosyj +k (rjeSenje: P =e*siny+z+C
8. a=Qxy+z)i +Qyz+x2)j+Qxz+yH )k

(rjeSenje: P=xz”> + yx> +zp° +C )
9. a=xyzi +xy°zj + xyz°k (rjesenje: P = xyz(x + y +z)+ C

10. Pokazati da je polje F = (2xy +z°)i +x”j +3xz’k polje sila . Izradunati potencijal.
Izracunati rad Sto ga napravi tijelo gibajuci u tom polju od tocke (1,-2,1) do tocke (3,1,4)

G.L4) (3,1,4) (.1.4)
(tieSenje: P=x’y+xz° +C , W = def = j dP=P | =202

1,-2,1) 1,-2,1) (1,-2,1)
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