Matematika I - Zadaci s pismenih ispita

Ispitna zadacéa 7:

X+x2+xX0 4. +x"—n

1. Bez i s L’Hospitalovim pravilom izra¢unati linf "
x> X —
x2 yZ
2. Zadana je elipsa —2—|-b—2 =1. Pokazati da je produkt udaljenosti obaju fokusa do
a
tangente u proizvoljnoj toc¢ke 7;(x,,),) konstantan i jednak kvadratu male poluosi
elipse.
3. Naci domenu, presjek s koordinatnim osima, ekstreme, asimptote i skicirati graf

1
. 2
funkcije y=e* 3,

4. Od triju dasaka Sirine a treba sastaviti korito najveceg protoka.

5. Funkciju f(x) = —= aproksimirati Taylorovim polinomom 3. stupnja u okolini to¢ke

Jx

a =1 1 skicirati graf zadane funkcije 1 dobivenog polinoma.

6. Odabrati m tako da se pravci sijeku 1

1 1

x-2 y-4 z-2 ; x-z+2=0
y—mz—1=0

odrediti ravninu koju odreduju.

Rjesenja:
X4+x°+x +..+x" —n
1. Bez i s L’Hospitalovim pravilom izracunati lin? 1 .
x> X —
Rjesenje:
Bez L'Hospitalovog pravila:
2 3 n 2 3 n
i XX X X mn lim(x_l)+(x —1)+(x —1)+...+(x —1) _
x—1 X — 1 x—1 X — 1

lim (=) + (4 1)+ (7 x 1)+ (" 42" 4ot x4 1)) _
ol x—1

= lim(1+(x+1)+(x2 +x+1)+---+(x”‘1 +x"? +---+x+1))=

x—1

= lim(n~1+(n—1)x+(n—2)x2 +---+x""l)= 1+2+...+n:§(n+1)

x—1

38



Matematika I - Zadaci s pismenih ispita

Primjenom L’Hospitalovog pravila:

2 n-l1
lim1+2x+3x T :1+2+...+n=%(n—l)D

x—1 1

2 2
Zadana je elipsa x_2+3b/_2 =1. Pokazati da je produkt udaljenosti obaju fokusa do
a

tangente u proizvoljnoj tocke 7;(x,,y,) konstantan i jednak kvadratu male poluosi

elipse.
Rjesenje:
x2 y2
JednadZzba elipse: —+ s =1
a

X, o

JednadZzba tangente u tocki 7,(x,,¥,): > T
a

x,b’x+y,a’y =a’b’

Koeficijenti: A=xbp*,B=ab\Ja’ —x; ,C=-a’h’
Ekscentricitet: e=+a’ -b*
Fokusi: F (-e0), F,(e0)

B Ax, + By, +C

Udaljenosti izraunati po formuli:  d,

l VA + B’
x,b*Na’ -b* —a’h’ _ b(xyNa> —b* —a*)

d =— -
1 \/x§b4 +a’bh’(a’ —x;) \/xzobz +a' —a’x,’
b(xyNa® —b* +a*)
d, = 272, 4 2.2
\/xob +a" —a’x,
dd, =b’]

Naci domenu, presjek s koordinatnim osima, ekstreme, asimptote i skicirati graf
1

.o 2
funkcije y =e* 3,

Rjesenje:
a) Domena:

x* +4x+320
¥ +4x+3=0 = x,=-1,x,=-3 = D=R\{-1,-3}
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Matematika I - Zadaci s pismenih ispita

b) Parnost, neparnost: Nije parna, nije neparna (domena nije simetri¢na prema
ishodistu).
¢) Nul tocke: e” #0,VYx = nema nul toaka
1 1
Presjeci s osi y: x=0=y=¢e*=]0,¢°

d) Ekstremi:

‘ 2x+4
S(x) = —ex v ;=0 = 2x=4 = x=-2

(x2 +4x+3)

P - prekid funkcije
m - minimum finkcije
M - maksimum funkcije

e

X = _2’ f('Z): l = Mmax (_ 2’1)
e

e) Asimptote:

1
1 lim ! lim ———

lim ex2+4x+3 :exﬁ(—lﬁ x?+4x+3 :eXﬁl*(—x)2—4x+3 :e+oo = 400

x=(=1)*
1 .
lim ——— lim 1
. 2 vl (=x ) =4, -2 —
lim e¥ 43 = () = e (=x)* ~4x+3 = ol X A o =0
x—>(-1)" eoo

1 . 1

lim ————
. 2 o) (x) = _
lim ev 43 = o=t (=413 _ 5= _

x—(-3)*
5 ! lim >
. S(3)H (x )" —4a
lim ex+4xt3 = 0! (W —4d gt 4o
x—=>(-3)"

1
. 2
llm e* +4x+3 :eo :1

x>t

Vertikalne asimptote: x=-1, x=-3
Horizontalna asimptota: y =1
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Matematika I - Zadaci s pismenih ispita

f) Graf:

-8 -6 -4 -2 2 4

2L

Od triju dasaka Sirine a treba sastaviti korito najveceg protoka.

Rjesenje:

d

c=a+2d
a V=acosg
d =asing
Povrsina trapeza: P= @

a+a+2asingo)acosgo
2
P(p)=a’ cosp +a’ sinpcos ¢

(p)=—a’ sing + az(cos2 @ — sin’ go)

!

L

P

P(p)=0 = —sing+cos’p—sin’p=0
—sin(p—i—(l—sin2 go)—sin2 p=0
—2sin* @ —sinp +1=0

(sing), =~ = ¢, ==
1 2 1 6’

) 3
(szngo)2 =-1=9, :7”,

P"(p)=—a’ cos ¢ —2a* sin2¢p
P'(p,)<0 = maksimum

P'(p,)>0 = minimum

Korito najveceg protoka dobije se ako se daske postave pod kutom od 120°.[]
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Matematika I - Zadaci s pismenih ispita

5.

Funkciju f(x) = T aproksimirati Taylorovim polinomom 3. stupnja u okolini tocke
X

a =1 1 skicirati graf zadane funkcije 1 dobivenog polinoma.

Rjesenje:

f(x) = x_%, =1

= —%x'i , Fi=-3

£ = (—%)(—%)x‘j, £ =21)
(0 = (—%)(—%)(—%)xz, =)

FG) 14 =)+ (D) + <N Der—a)

Q

5 e, 2ln 3535

4. aproksimacija: X X +— =T, x
P ! 6 et 16 e W

1
1. aproksimacija: — =~ 1
p y Ix

2. aproksimacija:L ~ —lx + 3
o202

3. aproksimacija: €L ~ gx2 —§x+1—5
Jx 8 478
1
Jx

Odabrati m tako da se pravci sijeku i

x=2 _y-4_z-2 . {x—z+2:0
1 1

y—mz—-1=0
odrediti ravninu koju odreduju.
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Matematika I - Zadaci s pismenih ispita

Rjesenje:

p... XZ2_y-4_z-2 p=0311,  PQ 4,2
3 1 1

g {x_z+2=0 , i = {L0~1, 7, = {01 -m}
y—mz—1=0

G=r, xi,={l,m,1}
x=0 = z=2, y=2m+1 = Q(0,2m+1,2)

PO={-22m-30}

Vektori ¢, p, P—Q moraju biti komplanarni!

1 m 1
3 1 11=0 = m=2
-2 2m-3 0

Ravnina:

x=2 y-4 z-2
3 1 I =0 = x+2y-5z=00]
1 m 1
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