Matematika I - Zadaci s pismenih ispita

Ispitna zadaéa 10:

Matematickom indukcijom dokazati da za Va € N & Vn € N vrijedi:
1 1 1 n

+ +.o.t = .
a(a+1) (a+1)(a+2) (a+n—-1)(a+n) a(a+n)

Odrediti onaj ¢lan binomnog razvoja (2x” —% *)* koji sadrzi x*.

-, x=0
2

Pokazati da je lim f(x)z—% i izradunati f'(x).

1

Ispitati funkciju f (x) = (x —%]ex 1 nacrtati njen graf.

Odrediti koordinate vrhova pravokutnika maksimalne povrSine upisanog u figuru
omedenu krivuljama y =|x—2|+2 i y=-x"+4x+3, tako da mu stranice budu

paralelne s koordinatnim osima.

x-3 y+1 z-2 ; x-8 y-1 z-
2 4 3 1 -2

Pokazati da se pravci sijeku 1 odrediti

njihovo sjeciste.
Rjesenja:

Matematickom indukcijom dokazati da za Va e N & Vn e N vrijedi:
1 1 1 n

+ +..+ = .
a(a+1l) (a+1)(a+2) (a+n—-1)(a+n) a(a+n)

Rjesenje:
a) Baza indukcije:
n=1 = b 1

ala+1) - ala+1)

b) Korak indukcije. n=k = n=k+1
Pretpostavimo da tvrdnja vrjedi za n =k, tj.
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Matematika I - Zadaci s pismenih ispita

! + 1 +ot 1 __k
ata+1l) (a+1)(a+2) (a+k—-1)a+k) a(a+k)

Dokazimo da vrijediza n =k +1:

1 1 1 1 k+1

aa+1) (ara+2) T lavk—1a+h) (a+kfark+1) alatk+1)

k 1
aa+ k) (a+kYatk+1)

kla+k+1)+a
a(a+k+l)(a+k)_

ak +k* +k+a
ala+k+1)a+k)

(@a+k)k+1)  k+1

ala+k+1)a+k) ala+k+1)

Dakle, jednakost je ispunjena za Va e N & Vn e N .[J

Odrediti onaj ¢lan binomnog razvoja (2x° —% ¥*)* koji sadrzi x°.

Rjesenje:

-3 Bl ()

x2BH9) — 38 16-2k=8 = k=4 = 5. ¢&an

8 sa (1 5) 87-6:50 ,u 1Y
2x2 N - 3 :—2x2 _ 12:70x8 12D
(4]( ) [ Zyj 1'2-3~4( )( 2) 4 d

x—1

Dana je funkcija f(x)= el x
-

Pokazati da je lim f(x)z—% i izratunati f'(x).
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Matematika I - Zadaci s pismenih ispita

Rjesenje:
Primjenom L Hospitalovog pravila dobivamo

X X X
, x—e +1 l-e . —e 1
lim f(x)=lim=————=lim =lim =——.
0 20 xe't —x  0xe' +e’ =1 0xe’ +2e" 2

Po definiciji derivacije slijedi

£'(0)=lim =lim— =i =

7(0+nr)-£(0) 1(h—e"+1 1) . h-2e" +2+he"
h—0 h -0 x>0 th(eh — 1)

=---3x primijenimo L "Hospitalovo pravilo--- = % 0

1

Ispitati funkciju f (x) = (x —%]ex 1 nacrtati njen graf.

Rjesenje:
a) Domena: D=R\ {0}
b) Parnost, neparnost: f (x) #= f (— x) = nije parna
f(— Xx)# - (x) = nije neparna
y 1
¢) Nul tocke: y=0= XZE
Presjeci s osi y: x=0=0¢D
d) Ekstremi:
(3
[ E +Xx
fx)=er ————2,
X
f'(x)=0 = nema realnih rjeSenja

= nema lokalnih ekstrema
f'(x)>0 = funkcija raste na cijeloj domeni.

e) Infleksija:

57



Matematika I - Zadaci s pismenih ispita

f(x)=0 = nema realnih rjesenja
= nema tocaka infleksije

f) Asimptote:
1) L
lim [x——jex =0
x—0" 2
1) 2L
lim (x——jex =—0
x—=0" 2

Vertikalna asimptota sdesna: x =0

S, (x_; j

lim ——=
X—>00 x X—w x
. 1
lim|f (x) kx]=5 =1
. 1
Kosa asimptota: y =x +E
g) Graf:
y
3
2
1
X
-2 -1 1 2 3
-1
_2 D

Odrediti koordinate vrhova pravokutnika maksimalne povrSine upisanog u figuru
omedenu krivuljama y :|x—2|+2 i y=—x"+4x+3, tako da mu stranice budu

paralelne s koordinatnim osima.

Rjesenje:
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Matematika I - Zadaci s pismenih ispita

filx)=—x" +4x+3

:f(x)3—f1(x)=—x2+4x+3—(x—2)
() ( )( X +3x+3)

P(x)=2 (x+5x —3x- 6)
P'(x)=2(-3x> +10x - 3)=0

3x* =10x+3=0=x, =3,x, :%

P"(x)=2(-6x+10)
P"(3)=-16<0= P,
P’

(;J—16>0:>PM,N

P,y =60
Pokazati da se pravci x=3 _y+l_z-2 i x—8_y-1_z-6 sijeku 1 odrediti
5 2 4 3 1 -2
njihovo sjeciste.
Rjesenje:
x=3 y+1 z-2

...... = = = p=i524 P3-12
pon A2 gl PGo12)

Goo... x;8=y 1_1=Z_26 = §={31-2}, 0(816)

Pravci se sijeku ako vektori p, g i P_Q = {5,2,4} leZe u istoj ravnini 1 ako je
p#*Aq, VAER:
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Matematika I - Zadaci s pismenih ispita

52 4
(524}21{312} & [3 1 -2/=0 = sijekuse
52 4

Sjeciste pravaca:

Promatramo pravce p i ¢ u parametarskom obliku:

x=3+5¢ x=8+3s
Devennn y=—1+2¢ q...... y=1+s
z=2+4¢ z=6-12s

Za neku vrijednost parametara ¢ 1 s toCka im je zajednicka. RjeSavamo stoga sustav
jednadzbi:

3+5t=8+3s
—1+2t=1+s
2+4t=6-2s

Iz bilo kojih dviju jednadzbi slijedi # =1, s=0.Bududi da se pravci sijeku dobivene
vrijednosti zadovoljavaju i trecu jednadZzbu.

Tocka presjeka: 7(8,1,6). [
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