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7. ELEMENTARNE FUNKCIJE

Medu funkcijama koje su dane formulom vaznu ulogu imaju takozvane elementarne funkcije.
Poznavanje svojstava elementarnih funkcija omogucit ¢e lakse svladavanje gradiva matemati-
¢ke analize i rjeSavanje mnogih zadataka tehnicke prirode. Razmotrit ¢emo kao prvo osnovne
elementarne funkcije.

Osnovne elementarne funkcije su:

polinomi,

racionalne funkcije,
eksponencijalne funkcije,
logaritamske funkcije,
opc¢a potencija,
trigonometrijske funkcije,
ciklometrijske funkcije.

NNk Wb =

Elementarne funkcije su funkcije koje se mogu dobiti iz osnovnih elementarnih funkcija
pomocu konacnog broja aritmetickih operacija (+, -, -, :) 1 kona¢nog broja kompozicija
elementarnih funkcija.

Osim navedenih osnovnih obradit ¢emo i sljedece elementarne funkcije:
8. hiperbolne funkcije,
9. area funkcije.

Algebarske funkcije su one elementarne funkcije koje su dane pomocu kompozicije
racionalnih funkcija, potenciranja s racionalnim eksponentom i sa ¢etri osnovne racunske
operacije.

Transcedentne funkcije su one elementarne funkcije koje nisu algebarske. Tu spadaju
eksponencijalne, logaritamske, trigonometrijske, ciklometrijske, hiperbolne 1 area funkcije.

Polinomi
Polinomi su funkcije oblika

_ n n—1
p,(x)=ax"+a,_x""+--+ax+a,, bR >R
neN, g, eR, i=0,..,n
a; — koeficijenti clanova polinoma
a, #0 = polinom n — tog stupnja

Do (x) =a,, a,# 0 = polinom nultog stupnja, tj. konstanta
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Pod nultockom funkcije f (x) podrazumijevamo broj xy za koji funkcija poprima vrijednost
nula, tj. f(x,)=0.
Nulto¢ke polinoma p, (x)su one vrijednosti od x za koje je p,(x)=a,x" + -+ a,x+a, =0.

Bez dokaza navodimo neka svojstva polinoma:

- Dva polinoma po varijabli x identi¢no su jednaka ako i samo ako su koeficijenti jednako
visokih potencija medusobno jednaki.
- Svaki se polinom n-tog stupnja moze rastaviti u produkt od » linearnih faktora:

p.(x)=a,(x—x x—x,)(x-x,),
gdje su xi, x2,..., x, nultocke tog polinoma koje mogu biti realni i kompleksni brojevi.
Ako su neki od njh medusobno jednaki, govorimo o viSestrukim nultockama. Za
kompleksne nultocke vrijedi da dolaze u paru, tj. ako je x, = a +ib nultoc¢ka polinoma

onda je 1 konjugirano kompleksni broj x, = a —ib nultocka tog polinoma i ima istu
viSestrukost.

Primjer: Faktorizacija polinoma.
a) p3(x): X +x’—dx—4= xz(x+1)—4(x+l): (x+ 1)()62 —4): (x+ 1)(x+2)(x—2)
b) p4(x)=x4 =37 —d=x"—4x’ +x* -4 =x*(x’ —4)+(x2 -4 :(x2 —4Xx2 +1):

= (x—2)(x+2)(x—i)(x+i)

Racionalne funkcije

Racionalne funkcije su funkcije oblika

f (x) = 5” ((x )) , gdje su P, (x) 10, (x) polinomi stupnja n, odnosno m, koji nemaju
X

zajednickih nultocaka.

n<m => pravaracionalna funkcija,
n>m = dijeljenjem brojnika s nazivnikom funkciju mozemo napisati u obliku
polinoma i prave racionalne funkcije.

— Domena: Skup svih realnih brojeva osim nulto¢aka polinoma Q, (x) u nazivniku.
— Kodomena: R
— Nultocke funkcije su nultocke polinoma u brojniku, tj. rjeSenja jednadzbe P, (x) =0.

— Nultoc¢ke polinoma u nazivniku nazivamo polovima racionalne funkcije.

— Prema tome da li se radi o jednostrukoj ili viSestrukoj nultocki funkcije (polu), govorimo o
nultocki (polu) prvog ili viseg reda. Osim toga, nultocke (polovi) funkcije mogu biti
parnog 1 neparnog reda, ovisno o tome dali im je kratnost paran ili neparan broj.
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0,(x)

1. Odrediti nultocke funkcije f. U okolini nulto¢ke parnog (neparnog) reda funkcija ne
mijenja (mijenja) predznak.

2. Odrediti polove funkcije /1 u njima nacrtati vertikalne pravce, koje zovemo vertikalnim
asimptotama funkcije.U okolini pola parnog (neparnog) reda funkcija ne mijenja (mijenja)
predznak.

Kako skicirati graf racionalne funkcije f (x) =

Grafovi nekih racionalnih funkcija:

y Yy
~ 2x2-3x+5
Y= %52 (x-1) (x-3)
B %%+ 2
Y= 3% _4x-4
1
X X
2 0 1 -2 2
Y
Y
1 _
y= -2 _4x-12
% (x-2)
1
1 /—\
X

Rastav na parcijalne razlomke

P, (x)
0,(x)

zbroj jednostavnih racionalnih funkcija, npr.

Rastaviti racionalnu funkciju f (x) = na parcijalne razlomke znaci prikazati je kao

A () AB
(x—x,) (x2+ax+b)

(x —x,) linearan faktor a (x2 +ax + b) kvadratni faktor s negativnom diskriminantom,

(n > 1), gdje je

polinoma Q, (x).
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Primjer: Rastavljane na parcijalne razlomke.

a)

b)

2x* =3x+5 A B C
(e 2fa—1)r-3) (x+2)+(x_1)+(x_3)/(x+2)(x—1)(x—3)

2x% =3x+5=A(x —1)x=3)+ B(x + 2)x —1)x = 3)+ C(x + 2)(x - 1)
25 —3x+5= Alx* —4x+3)+ B(x* —x—6)+ Cx* + x—2)
2x% =3x+5=x*(A+B+C)+x(-44-B+C)+(34-6B-2C)

A+B+C=2
= sustav triju jednadzbi s tri nepoznanice: <—44—-B+C =-3
34-6B-2C=5
= rjeSenje sustava: 4 = Q B= —g, C=—
15 3 5
vz 7
2x* =3x+5 15 L3 .5

ijal lomke: = )
= rastav na parcijalne razlomke (x+2)(x—1)(x—3) (x+2) (x—l) (x—3)

! 4 B Cx+D 2 4
(x—2)2(x2+1):(x_2)+(x_2)2 +(x2+1)/(x—2) (x +1)

1= A(x = 2)x> +1)+ B(x* + 1)+ Cx + D(x - 2)

1=x*(4+C)+x*(-24+B-4C+D)+x(4+4C —4D)-2A4+ B+4D

A+C=0
e e o ' —-24A+B-4C+D=0
= sustav Cetiriju jednadzbi s Cetiri nepoznanice:
A+4C-4D =0
-2A+B+4D =1
= rjeSenje sustava: 4 = —i, B= l C= i D= 3
25 5 25 25

4 1 4 3

_ 25, 5 25" 25
(x—2)2(x2+1) (x—2) (x—2)2 (x2+1)

= rastav na parcijalne razlomke:

Eksponencijalne funkcije

Funkciju oblika f (x) =a*, a>0, a#1,zovemo eksponencijalnom funkcijom baze a.
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Svojstva eksponencijalnih funkcija:

1. Domena: R;
2. Skup vrijednosti: Skup svih pozitivnih realnih brojeva, tj. R";

3. f(xn+x)=7(x) f(x,), t. a"™ =a" -a”;
4. f(x1 —xz):f(xl):f(xz), t.a" ™ =a"-a™ =Z_Xz;

5. f(0)=1, tj. a’ =1;
6. (ax‘ )xz =a"",

7. BijekcijasaRnaR";

8. a>1 = fje strogo rastuca funkcija;

9. 0<a<1= fje strogo padajuca funkcija.

Grafovi nekih eksponencijalnih funkcija:
y

y
1 X
()
el
_/] lk
0 1 " 0 1 -

Logaritamske funkcije

Inverznu funkciju eksponencujalne funkcije g(x) =a", zovemo logaritamskom funkcijom
baze a i oznatavamo f(x)=1log, x,a>0,a# 1.

Vrijedi:
log,x=y & x=a’, i za njihove kompozicije:
g(f(x)=x, 4. a™* =x, Vx>0,
f(g(x)) =x, tj. log,a’ =x, VxeR.

Svojstva logaritamskih funkcija:

1. Domena: Skup svih pozitivnih realnih brojeva, tj. R";
Skup vrijednosti: R;

3. f(x]xz):f(xl)+f(x2), tj. log, (x]xz)zloga x, +log,x,, x.,x,>0;

4. f(ﬁ]:f(xl)—f(xz), t]. loga(ﬁ]:loga x, —log, x,, x,x,>0;
X, X,

5. f(l)zO, tj. log,1=0;
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6. f(x”)zn-f(x), tj. log, x" =nlog,x, x>0;
7. Bijekcija sa R na R;
8. a>1 = fje strogo rastuca funkcija;
9. 0<a<1= fje strogo padajuca funkcija;
l
10. log, x=—22% x50, ab>0, ab#l.
log, a
Ovu vezu logaritama po razli¢itim bazama ¢emo dokazati.
Iz a"=yi1b® =y = x,=log,y 1x,=Ilog,y.
Tada je
ax — (blugba)x :bxlogba’ t_] lOgb ax — .X'ZOgb a.
a“ =y = xlog,a=Iog, y=x,,o0dnosno

l N .
log,y=x, = %8y ¥ , odakle slijedi tvrdnja.l

log, a

1
log,a

11. Iz prethodne, dokazane jednakosti, za x = b, slijedi log, b =

Neke “specijalne” baze:

Ako je baza a = 10, piSemo y =log x umjesto y =log,, x, 1 zovemo dekadski logaritam.

Ako je baza a = e, piSemo y =Inx umjesto y =log, x, 1 zovemo prirodni logaritam.

Veza dekadskih i prirodnih logaritama (prema 10.):

logx =2 _ L s Minx, M=— —loge=04342944819..
mn10 [n10 n10

Grafovi nekih logaritamskih funkcija:

Yy y
y=1nx
1 y=logpx 1
X x
O /1 0 1 =logex t = -logyx
y=lnx' = lné = -1nx

Op¢a potencija

Opcom potencijom nazivamo funkciju
f(x):xc:(elnx)czeclnx’ X>0,CER.
f:R" >R
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1

. O
Na primjer: x, x3, —, x 7, /x",....
X
Grafovi funkcija x> x" 1 x> x ", ne N.
ki

1

¥
XS 2 )(2 V=
Xl.l'i
xl.l'?
1 x
o 1 *
Trigonometrijske funkcije
Sinus
Oznaka: sin
sin: R — [—1,1]
Graf:
y
y=sinx
y=1 1
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Svojstva:
1. sin(—x)=—sinx, tj. sin je neparna funkcija
2. sin(x)=sin(x+2kz), k € Z ,tj. sin je periodi¢na funkcija s periodom 27

3. sin je surjektivna funkcija

Kosinus
Oznaka: cos
cos:R— [— 1,1]
Graf:
y
Yy=COSX
B o
/’\ | - )
—‘J-T/ 0 Z 7 /ST 27 \\37T

< | __ 2. N N

y=-1 -1
Svojstva:

1. cos(—x)=cosx, tj. cos je parna funkcija,
2. cos(x)=cos(x+2kx), k € Z 1. sin je periodi¢na funkcija s periodom 27,

3. cos je surjektivna funkcija.
Tangens

Oznaka: tg

sinx
1gx = , cosx#(
cos x

tg : R\ {%+k7r

keZ}—)R

Graf:

y=tgx

|
|
N[N
|
W)
~
N
X

M

Svojstva:
1. tg(—x)=—tgx, tj. g je neparna funkcija,

2. tg(x) = tg(x + kﬂ'), k € Z , tj. tg je periodi¢na funkcija s periodom 7.
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Kotangens

Oznaka: ctg

cosx .
cigx = , sinx#0

Sinx

ctg : R\ {k/l’|k€Z}—)R

Graf:
y=ctgx
1
AN A 7T 3 271 5 37
2 2 2 2
Svojstva:
1. ctg(—x)=—ctgx, tj. ctg je neparna funkcija,

2.

Predavanja iz Matematike 1

ctg(x) =clg (x + k7z), k € Z , 1. ctg je periodi¢na funkcija s periodom 7.

Jo$ neka vazna svojstva trigonometrijskih funkcija

A

sin(xiy) =sinx cos y tcosx siny

cos(xiy) =cosx cosyztsinx siny

tgx ttgy

tg(xiy)z 1Ftgxtgy
_cigxctgy ¥1
ctg(xiy)— ctgy * ctgx

.2 2
sin“ x+cos” x=1
sin2x =2sinxcos x

2 .2
cos2x =cos” x—sin" x

sinxsiny = %[cos(x—y)—COS(xﬁLy)]

coSX cosy = %[cos(x—y)+ cos(x+ J’)]

sinx cosy = %[Sin(x— y) + sin(x+ y)]

+ p—
Sinx+siny = 2sin%cos%
Ty Xy

10. sinx —siny = 2cosszzn

76
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=+ —
11. cosx+cosy = ZCOS%COSM

X+ . X
ysm Y

12. cos x —cos y = -2 sin

Ciklometrijske funkcije
Arkussinus

I

Promatramo restrikciju funkcije f'(x)=sinx na interval [—

l\)“ 3

Vd
2

T T

Sin = Sin|{_££} :[- } —[-L1].

) 2’2

Funkecija Sin je strogo rastuca bijekcija. Definiramo njenu inverznu funkciju sa:

arcsin = Sin™ :[—1,1] —)[—ﬂ,”]

Graf funkcije y = arcsin x

Dakle,
Sin(arcsin x) =X, |x| <1,

. . T T
arcsm(sm x) =X, XE€ [—}
Napomena:  Uocimo da je funkcija f (x) = sin x strogo monotona na svakom od intervala

2

bi se od njih mogla definirati pripadna inverzna funkcija i sve bi te funkcije bile medusobno
razliCite.

[—7[ + kﬂ',% + kﬂj|,k € Z 1ida se svaki od njih preslikava na interval [—1,1] . Dakle, na svakom
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Arkuskosinus
Promatramo restrikciju funkcije f (x) = cos x na interval [0,71] :

Cos = cos|[0‘”] :[0,7[] - [—1,1].

Funkcija Cos je strogo padajuca bijekcija. Definiramo njenu inverznu funkciju sa:

arccos = Cos™': [—1,1] —)[0,7[].

Graf funkcije y = arccos x

cos (arccos X) =X,

x| <],
Dakle,

arccos(cos x) =X, X€ [O,;z'].

Vrijedi napomena kao i u prethodnom slucaju.

Arkustangens

Promatramo restrikciju funkcije f (x) = tgx na interval (—”,HJ :
2 2

Funkcija 7g je strogo rastuca bijekcija. Definiramo njenu inverznu funkciju sa:

arctg =Tg ' :R %(—”,”j.

Graf funkcije y = arctg x
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tg(arctgx) =x, VxeR,
Dakle,

NN
N
~—

arctg(tgx) =X, Xe€ (—

Arkuskotangens

Promatramo restrikciju funkcije f (x) = ctgx nainterval (0,72')2

Ctg = ctg|(0,”) : (0,72') —>R.

Funkcija Ctg je strogo padajuca bijekcija. Definiramo njenu inverznu funkciju sa:

arcctg =Ctg '+ R —>(0,7z).

Graf funkcije y = arcctg x

X
0 1

Dakle,

ctg(arcctgx) =x, VxeR,

arcctg(ctgx) =X, X€ (0,7:).
Hiperbolne funkcije
Sinus hiperbolni Kosinus hiperbolni
Oznaka: sh Oznaka: ch
shxze_ze', sh:R—>R chx =% +ze , ch:R—>[1,+oo)
Svojstva: Svojstva:
1. sh0=0, l. ch0=1,
2. sh(—x):—sh(x), 2. ch(—x) :ch(x),

tj. sh je neparna funkcija, tj. ch je parna funkcija,
3. sh je strogo rastuca bijekcija. 3. ch strogo raste na intervalu [0,+oo) ,

ch strogo pada na intervalu (—oo,O] ,

4. ch je surjektivna funkcija.
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Graf funkcije y = shx : Graf funkcije y = chx :

y y

1w 4 ’
]‘_ X
W, T
.7 ! 0 1 *
Tangens hiperbolni Kotangens hiperbolni
Oznaka: th Oznaka: cth
chx e +e” shx e —e”
th: R —(-11) cth: R1{0} - R\[-11]
Svojstva: Svojstva:
1. th(—x):—th(x), 1. cth(—x):—cth(x),
tj. th je parna funkcija, tj. cth je parna funkcija,

2. th je strogo rastuca bijekcija. 2. cth je strogo padajuca bijekcija.
Graf funkcije y = thx : Graf funkcije y = cthx :

y

Jos neka svojstva hiperbolnih funkcija

sh (x + y) = shxchy + chx shy
1. adicione formule
ch(x + y) = chxchy + shx shy
+
2. th(x + y) = M
1 £ thxthy
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1+
3. cth(x + y) = M
cthx + cthy
4. ch*x—sh*x=1
5. sh2x=2shxchx
6. ch2x=ch’x+sh’x
7. th2x = 2th}§
1+th"x
2
8. cth2x = M
2cthx

9. shx shy:%[ch(x+y)—ch(x—y)]

10. chx chy = 1[ch(x+y)+0h(X—y):|

2

Area funkcije

Area funkcije su inverzne funkcije hiperbolnih funkcija.

Area sinus hiperbolni
Oznaka: Arsh

Arsh =sh™' : R—R

Graf funkcije y = Arshx :

e —e” e’ —e”’
y=shx = = x=

2 2
;1 ,
2x—e)——v -e’

o

2 )
e’ —2xe’ —-1=0
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Logaritmiranjem posljednje jednakosti i odabirom pozitivnog predznaka zbog podrucja
definicije funkcije /n, slijedi

y:ln(er\/x2 +1),tj.
Arshx:lifl(x+\/x2 +1).

Area kosinus hiperbolni

Oznaka: Arch
Funkcija f (x) = chx nije bijektivna (injektivna) funkcija, pa ¢emo promatratu njenu

restrikciju na interval [O, +oo) :
Ch=ch|,, ., :[0,+0) >[I, +o0).

Funkcija Ch je strogo rastuca bijekcija.

Definiramo njenu inverznu funkciju:

Arch =Ch™ :[1,+oo) - [O,+oo).
Graf funkcije y = Archx :

Izvod formule za Arch kao inverzne funkcije od Ch:

X

e +e

—X

y=Chx=

) 1 )
2x=e"+—/-¢
ey

¥ —2xe’ +1=0

2
(ey)u _2xEN4Ax -4 \12496—4=xi,/x2 1
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Logaritmiranjem posljednje jednakosti i odabirom pozitivnog predznaka zbog podrucja
definicije funkcije Ch', tj. x>1, y>0 = ¢’ >1 = ¢’ =x++x* -1, slijedi

y :ln()ch\/x2 —1), tj.
Archx = ln(x+\/x2 —1).

Analogno, za Ch = ch| . 0] —00, 0] - [1,+oo) mozemo definirati njenu inverznu funkciju

Arch=Ch™ :[1,+oo) - (—oo,O] ,sa Archx = ln(x—\/x2 —1).

Area tangens hiperbolni
Oznaka: Arth
th:R— (-1, 1)

Arth = th™ : (-1, DCR
Graf funkcije y = Arthx :

Yy

Izvod formule za Arth kao inverzne funkcije od th:

shx e —e” e’ —e”
y=thx=—=—"— = x= -
chx e +e e’ +e”’

x(e +elyj—e —/
x(ezy +1)—e
e’ (x—l):—(1+x)

1+x

2
e}’_
l_x

Logaritmiranjem posljednje jednakosti slijedi
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2y=lnG+xj,tj.

1, 1+x 1+x

Arthx = Eln =ln,—, (|x| < 1).

1—-x 1-x

Area kotangens hiperbolni

Oznaka: Arcth
cth: R\{0} — R\[-1, 1]
Arcth =cth™ : R\[-1, 1]— R \{0}

Izvod formule za Arcth kao inverzne funkcije od cth:

chx e +e e’ +e”’
y=cthx=——=—"— = Xx= —
shx e —e e’ —e”

x(ey —lyJ e’ +1y/-ey
e e

x(ezy —1) =e” +1

e (x—l):x+1

R +1
x—1
Logaritmiranjem posljednje jednakosti slijedi
2y :lnx—i_1 , 4.
x—1
Arcthlelnerl:ln x_+1’ (|x|>1).
2 x-1 x—1

Graf funkcije y = Arcthx :
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