
Praktikum Matematika III   Priredio Damjan Jovičić 
______________________________________________________ 

 
Definicije, teoremi, formule 

 
 
 

1 – REDOVI 
 
1.1: Redovi brojeva 
 

1.1.1. Definicija: Red je uređena dvojka nizova ( ) )(,)( NnnNnn sa ∈∈ , pri čemu je. 

( ) Nnna ∈ – niz članova reda 
( ) Nnns ∈ – niz parcijalnih suma reda 

Pri tome je  n-ta parcijalna suma. ∑
=

=++++=
n

k
knn aaaaas

1
321 ...

1.1.2. Definicija: Red konvergira ako postoji nn
ss

∞→
= lim . Inače red divergira. 

U slučaju konvergencije pišemo ( čitamo “s je suma reda”). ∑
∞

=

=
1n

nas

 

Nužan uvjet konvergencije  

Ako red ∑  konvergira, onda 
∞

=1n
na 0lim =

∞→ nn
a . 

Nije li taj uvjet ispunjen, red je divergentan. 

Važno je reći da obrat ne vrijedi tj. ako je limes n-tog člana jednak nuli, red može, ali ne 
mora konvergirati. 

 

Nužan i dovoljan uvjet konvergencije  
(Cauchyev opći kriterij konvergencije) 

Red konvergira onda i samo onda ako ∑
∞

=1n
na

( )N∈ ( ) ( NnNpn ∈∀∈∀∃ 0 ) ( )......3210 <∈++++→> ++++ pnnnn aaaann . 

Drugim rječima :Red konvergira onda i samo onda ako postoji član reda poslije kojega se 
suma svakog broja uzetih članova reda može učiniti po volji malena. 
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Redovi s pozitivnim članovima  

1.1.3.Teorem o uspoređivanju :Neka su  redovi s pozitivnim članovima i 

neka postoji  takav da je 

∑∑
∞

=

∞

= 11 n
n

n
n bia

Nncbn0>c an ∈≤ , . Tada  vrijedi: 

1) Konvergencija reda  povlači konvergenciju reda  i  ; ∑
∞

=1n
nb ∑

∞

=1n
na ∑∑

∞

=

∞

=

<
11 n

n
n

n bca

2) Divergencija reda  povlači divergenciju reda   ∑
∞

=1n
na ∑

∞

=1n
nb

 

U praktičnoj upotrebi koristi se modificirana formulacija: Ako su  redovi 

sa strogo pozitivnim članovima i ako 

∑∑
∞

=

∞

= 11 n
n

n
n bia

+∞<<=
∞→

ll
b
a

n

n

n
0&lim  , onda oba reda istodobno 

konergiraju ili  istodobno divergiraju. 

 
D’Alembertov kriterij  

Ako 








>
=
<

=+

∞→

divergiraredl
neodlucenol

konvergiraredl

a
a

n

n

n
1
1
1

lim 1  

 

Cauchyev kriterij  

Ako 








>
=
<

=
∞→

divergiraredl
neodlucenol

konvergiraredl
an

nn
1
1
1

lim . 

 

Cauchyev integralni kriterij  
Neka je za  funkcija  neprekidna, pozitivna i nerastuća. Tada  1≥x )(xf

red brojeva  konvergira , ako integral  konvergira , odnosno divergira,  

ako integral divergira. 

∑
∞

=1n

)n(f ∫
+∞

1

)( dxxf

Alternirajući redovi 
 

Red konvergira ako je : ∑
∞

=

−
1

)1(
n

n
n a

1) a  za sve ili počevši od nekog n ; 2) limnn a<+1 0=
∞→ nn

a . 
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Drugim rječima red konvergira ako apsolutne vrijednosti njegovih članova čine monotono 
padajući nulniz. 

 

Apsolutno konvergentni redovi 

Ako red ∑  konvergira, onda konvergira i red ∑ . 
∞

=1n
na

∞

=1n
na

Ako red ∑  divergira , a red ∑  konvergira, kažemo da red uvjetno konvergira. 
∞

=1n
na

∞

=1n
na

 

1.2. Redovi funkcija i potencija  

1.2.1. Red funkcija  za različite 

vrijednosti od 

∑
∞

=

++++=
1

21 ...)(..)()()(
n

nn xfxfxfxf

x  prelazi u različite redove brojeva koji mogu konvergirati ili divergirati. 

1.2.2. : Redove oblika    i   ∑   zovemo redovima potencija  ∑
∞

=0n

n
n xc

∞

=

−
0

0 )(
n

n
n xxc

Red  n

n

n

xx
n

xfxfxf )(
!

)(
)()( 0

1

0
)(

0 −+= ∑
∞

=

 se zove Taylorov red ,  

a red n

n

n

x
n

ffxf ∑
∞

=

+=
1

)(

!
)0()0()(  se zove Maclaurinov red funkcije f(x). 

Taylorov i Maclaurinov red su specijalni slučajevi redova funkcija. 

Redovi potencija imaju ova dva važna svojstva : 

• Red .možemo derivirati član po član . ∑
∞

=0n

n
n xc

Dobiveni  red  ∑  i polazni red ∑  imaju isti radijus konvergencije. 
∞

=

−

0

1

n

n
n xnc

∞

=0n

n
n xc

 

• Red  možemo integrirati član po član . ∑
∞

=0n

n
n xc

Dobiveni red  ∑  i polazni red ∑  imaju isti radijus konvergencije. 
∞

=

+

+0

1

1n

n

n n
xc

∞

=0n

n
n xc

Redovi : 

...
)!n(

x)(...
!

x
!

x
!

xxxsin
n

n +
−

−++−+−=
−

+

12
1

753

12
1

753

 i 
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...
!2

)1(...
!6!4!2

1cos
2

1
642

+−++−+−= +

n
xxxxx

n
n  

Prelazi jedan u drugi deriviranjem odnosno integriranjem. 

 

Analogno vrijedi i za redove : 
 

...)1(...1
1

1

...
12

)1...(
753

21642
2

12
1

753

+−++−+−=
+

+
−

−+−+−=

+

−
+

nn

n
n

xxxx
x

i
n
xxxxxarctgx

 

Radijus konvergencije reda potencija  računamo pomoću Cauchyevog ili 

D’Alembertova kriterija tj. 

∑
∞

=0n

n
n xc

 
1

1

+
∞→

∞→

==
n

n

nn
nn

c
climRili

clim
R  , respektivno. 

 

1.3. Fourierovi redovi:  
 

1.3.1.Definicija: Periodičnu funkciju  s periodom )(xf π2 , razviti u Fourierov red na 
intervalu [ ]ππ ,−  znači prikazati je u obliku 

)cos()(
1

nxnxaxf
n

n += ∑
∞

=

sinbn2
0a

+ , gdje su  koeficijenti . 

Koeficijenti se računaju po formulama : 

nn ba ,,a0

...,,,n,nxdxcos)x(fan 32101
== ∫

−

π

ππ
 

....3,2,1,sin)(1
== ∫

−

nnxdxxfbn

π

ππ
 
Ako je funkcija  parna na intervalu )(xf [ ]ππ ,−  onda je : 

.....3,2,1,0 == nbn  

.....3,2,1,0,cos)(2

0

== ∫ ndxnxxfan

π

π
 

 
Ako je funkcija  neparna na intervalu )(xf [ ]ππ ,−  onda je : 
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.....3,2,1,0,0 == nan  

....,,n,dxnxsin)x(fbn 3212

0
== ∫

π

π
 

 
Fourierov red funkcije  na intervalu )(xf [ ]ll,−   

)sincos(
2

)(
1

0

l
xnb

l
xnaaxf n

n
n

ππ
++= ∑

∞

=

 

.....3,2,1,0,cos)(1
== ∫

−

ndx
l
xnxf

l
a

l

l
n

π  

 

....3,2,1,sin)(1
== ∫

−

ndx
l
xnxf

l
b

l

l
n

π  

 
1) Razvoj u red kosinusa 

Razviti funkciju na intervalu )(xf l,0 u red kosinusa znači razviti u Fouerierov 

red parnu funkciju s periodom , koja se na intervalu l2 l,0  podudara sa . )(xf

 

2) Razvoj u red sinusa 
Razviti funkciju  na intervalu )(xf l,0  u red sinusa znači razviti u Fourierov red 

neparnu funkciju s periodom , koja se na l2 l,0  podudara sa funkcijom . )(xf
 

3) Razvoj neperiodične funkcije u Fourierov red 
 

Neka je zadana funkcija  na proizvoljnom intervalu )(xf ba,  
 Pod razvojem u Fourierov red na tom intervalu podrazumijeva se razvoj u Fourierov 
 red periodične funkcije s periodom abl −=2 , koja se na intervalu ba,  
 podudara sa zadanom funkcijom . )(xf
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2 - DIFERENCIJALNE JEDNADŽBE 

 
2.0.1. Definicija: Jednadžba oblika 0=′′′ )y,....,y,y,y,x(F )n(  zove se diferencijalna 
jednadžba n-tog reda. 
2.0.2. Definicija:  Svaka funkcija )(xy φ=  za koju vrijedi 

 zove se rješenje diferencijalne jednadžbe. 0=))(),....,(),(),(,( )(′′′ xxxxxF nφφφφ
 
Opće rješenje diferencijalne jednadžbe sadrži n-konstanti 
i ima oblik .Konstante se određuju iz početnog uvjeta : ),...,,( 21 nCCCxfy =

)(
00

)(
000000 )(,)(,)(,)( nn yxyyxyyxyyxy =′′=′′′=′=  tj. 

iz sustava : 











=

′=′
=

),...,,,(
...

),...,,,(
),...,,,(

210
)(

0
)(

2100

2100

n
nn

n

n

CCCxfy

CCCxfy
CCCxfy

 

 
2.1. Diferencijalne jednadžbe prvog reda  
 
2.1.1. Definicija: Jednadžba oblika 0),,( =′yyxF  zove se diferencijalna jednadžba prvog 
reda. 
 
2.1.2. Definicija:  Svaka funkcija )(xy φ=  za koju vrijedi 0))(),(,( =′ xxxF φφ  zove se 
rješenje diferencijalne jednadžbe. 
Opće rješenje diferencijalne jednadžbe sadrži jednu konstantu . 
i ima oblik . Konstanta se određuje iz početnog uvjeta:  )C,x(fy 1= 00 )( yxy =
U geometrijskom  smislu to znači da opće rješenje prolazi točkom ( . ), 00 yx
 
Neke od jednadžbi prvog reda : 
 
• Separirana: 
Ako se jednadžba može zapisati u obliku )()( ygxfy =′  zovemo je jednadžba sa 

separiranim varijablama. Zapisuje se kao 
)()( xf

dx
yg

dy
=  i integrira se izravno. 

 
• Homogena  

Ako se jednadžba može zapisati u obliku )(
x
yfy =′  zovemo je homogenom .Rješavamo je 

uvođenjem nove funkcije uxuy
x
y ′+=′→=u  i  
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 dobivamo jednadžbu sa separiranim varijablama, tj. 

uuf
du

x
dxuufux

−
=⇔−=′

)(
)(  i 

integrira se izravno. 
 
• Linearna 
Ako se jednadžba može zapisati u  jednom od oblika )()( xQyxPy =+′  odnosno 

 zovemo je linearnom diferencijalnom jednadžbom. Rješava se u dva 
koraka.  

)()( yQxyPx =+′

U prvom koraku se rješava homogena jednadžba 

. ∫=→=+′
− dxxP

CeyyxPy
)(

0)(
U drugom koraku se varijacijom kontante određuje opće rješenje nehomogene jednadžbe u 

obliku , a funkcija C  se određuje iz uvjeta da  zadovoljavaju 
nehomogenu jednadžbu.  

∫=
− dxxP

exCy
)(

)( )(x yiy ′

Konačno: Opće rješenje linearne jednadžbe je . 



 +∫∫= ∫

−
CdxxQeey

dxxPdxxP
)(

)()(

• Bernoullijeva  
Jednadžba oblika  zove se Bernoullijeva , a supstitucijom 

 svodi se na linearnu jednadžbu oblika 

ny)x(Qy)x(Py =+′
nyz −= 1 )()(

1
xQzxP

n
z

=+
−
′

 

 
• Egzaktna 

Ako je za jednadžbu 0=+ dy)y,x(Qdx)y,x(P  ispunjen uvjet 
x
Q

y
P

∂
∂

=
∂
∂

jednadžba 

se zove egzaktna. 
Opće rješenje je funkcija C)y,x(U = , koja se  može računati po formuli  

∫ ∫+=
x

x

y

y

dyyxQdxyxPyxU
0 0

),(),(),( 0 .gdje su  pogodno odabrane konstante. 00 , yx

 
• Clairaut-ova  
Jednadžba oblika )y(yxy ′+′= ψ , gdje je ψ  diferencijabilna funkcija. Rješavamo je 
diferenciranjem. Opće rješenje )(CCxy ψ+=  geometrijski predstavlja familiju pravaca. 
Singularno rješenje se dobiva eliminacijom parametra p  iz sustava  





+=

′−=
)(

)(
pxpy

px
ψ

ψ
. 

 
 
2.2. Diferencijalne jednadžbe drugog reda  
 
2.2.1. Definicija  Jednadžba oblika 0),,,( =′′′ yyyxF  zove se diferencijalna jednadžba 
drugog reda. 
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2.2.2. Definicija : Svaka funkcija )(xy φ=  za koju vrijedi 0))(),(),(,( =′′′ xxxxF φφφ  zove 
se rješenje diferencijalne jednadžbe. 
 
Opće rješenje diferencijalne jednadžbe drugog reda sadrži dvije konstante 
i ima oblik . Konstante se određuju iz početnog uvjeta : ),,( 21 CCxfy =

0000 )(,)( yxyyxy ′=′=  tj. Iz sustava : 





′=′
=

),,(
),,(

2100

2100

CCxfy
CCxfy

 

 
 
2.3. Diferencijalne jednadžbe drugog reda s konstantnim koeficijentima 
 
Jednadžba drugog reda )()()()( xgyxcyxbyxa =+′+′′

)() xfyx = p
, može se uz a  zapisati u 

obliku . Ako su funkcije 
0)( ≠x

q()( qyxpy +′+′′ xqipx == )()(  konstantne 
imamo diferencijalnu jednadžbu s konstantnim koeficijentima: 

)(xfqyypy =+′+′′  
Rješenje provodimo u dva koraka: 
U prvom koraku rješavamo pripadnu homogenu jednadžbu  ( 0)( =xf ) 

0=+′+′′ qyypy  
Odredimo njezino opće rješenje. Ono se dobije kao linearna kombinacija dvaju linearno 
nezavisnih rješenja. i imat će oblik 2211 yCyCyH += . Za rješavanje homogene 
diferencijalne jednadžbe drugog reda s konstantnim koeficijentima pretpostavlja se da 
tražena funkcija ima oblik . Uvrštavanjem u jednadžbu dobivamo 
tzv.karakterističnu jednadžbu 

rxey =









==→−==
==→==
==→≠

→=++
xeyxeyirr

xeyeyrrr
eyeyrr

qprr
xx

rxrx

xrxr

βββα αα sin&cos
&
&

0

2121

2121

2121
2

21

 

 
U drugom koraku određujemo posebno rješenje nehomogene jednadžbe. 
Ono se traži u obliku 2211 )()( yxCyxCyP +=

(1 xC
, gdje su  dva linearno nezavisna 

rješenja homogene jednadžbe, a funkcije  određujemo iz sustava  
21 , yy

)() 2 xCi





=′′+′′
=′+′

)(
0

2211

2211

xfyCyC
yCyC

 

Sustav ima uvijek rješenje jer mu je determinanta determinanta Wronskog i 

0)(
21

21 ≠
′′

=
yy
yy

xW , jer su  linearno nezavisna rješenja homogenog sustava. 21 , yy

Rješavanjem sustava te integriranjem rješenja dobivamo tražene funkcije  )()( 21 xCixC

222111 )()()()( DxfxCiDxfxC +=+=  
Uvrstimo dobivene vrijednosti u 2211 )()( yxCyxCyP +=  dobivamo  
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opće rješenje nehomogene jednadžbe oblika 

22112211 )()( yxfyxfyDyDy +++= . 
Dakle, opće rješenje po strukturi je oblika 

PyHyy +=  tj. 
 
Opće rješenje je suma općeg rješenja homogene i jednog posebnog rješenja nehomogene 
jednadžbe. 
 
 
Ako bismo pogodili posebno rješenje nehomogene jednadžbe , a to je u nekim slučajevima 
moguće , tada je dovoljno odrediti opće rješenje homogene. 
 
Tabela daje pregled tih slučajeva: 
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TABELA ZA ODREĐIVANJE PARTIKULARNOG RJEŠENJA  
NEHOMOGENE LINEARNE DIF.JEDNADŽBE 

 
Funkcija smetnje 

 
)x(f  

Karakteristična 
jednadžba

01
1 =++

=
−

n
nn p..p

)(
λλ

λϕ

 

Oblik partikularnog rješenja 
?=η  

 
00 ≠)(ϕ  

 

 
)x(Qm  

 

mstpunja
polinomP
),x(P

m

m

−  

nulekratnostl
;)(l

−
= 00ϕ

 

 

 
)x(Qx m

l  

0≠)(αϕ  
 

 
)x(Qe m

xα  
 

 
);x(Pe m

xα  

mstupnja
polinomP
,R

m −
∈α

 
α

αϕ
kratnostl

;)(l

−
= 0

 

 

 
)x(Qex m

xl α  

0≠)i( βϕ  
 
 

 
xsin)x(vxcos)x(u ss ββ +  

 

xsin)x(Q
xcos)x(P

n

m

β
β

+
 

ikratnostl
;)i(l

β
βϕ

−
= 0

 
 

[ ]xsin)x(vxcos)x(ux ss
l ββ +  

0≠+ )i( βαϕ  
 

 
[ ]xsin)x(vxcos)x(ue ss

x ββα +  
 








+ xsin)x(Q

xcos)x(P
e

n

mx

β
βα

 

 
ikratnostl

;)i(l

βα
βαϕ

+−
=+ 0

 

 

 
[ ]xsin)x(vxcos)x(uex ss

xl ββα +
 

 
Legenda:  
 s = max(m,n);  

n=3  &   & 032
2

1
3 =+++≡ ppp)( λλλλϕ l = najviše 3 

Polinomi u  - polinomi s neodređenim koeficijentima, koji se određuju 
iz uvjeta da 

)x(v;)x( ss

η  zadovoljava danu jednadžbu. 
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2.4. Sustavi linearnih diferencijalnih jednadžbi  
  
Ovdje ćemo promatrati sustave linearnih diferencijalnih jednadžbi s konstantnim 
koeficijentima  
 









++=

++=

)(

)(

tgdycx
dt
dy

tfbyax
dt
dx

  

gdje su - konstante, a dcba ,,, )()( tyyitxx ==  - tražene funkcije. 
Ako su funkcije  jednake nuli, sustav zovemo homogeni sustav. Inače radi se 
o nehomogenom sustavu. 

)()( tgitf

Sustav možemo rješavati na više načina, a ovdje ćemo se ograničiti na dva 
 
a) metoda eliminacije  
b) matrična metoda  
 
Opišimo ukratko obje metode: 
 
a) metoda eliminacije  
 
Metoda eliminacije sustav svodi na jednu jednadžbu, ovdje, drugog reda s konstantnim 
koeficijentima. 
Ako iz prve jednadžbe izrazimo traženu funkciju y=y(t) dobivamo : 

))((1))((1
2

2

tf
dt
dxa

dt
xd

bdt
dytfax

dt
dx

b
y ′−−=→−−=  

Uvrstimo 
dt
dyiy  u drugu jednadžbu sljedi : 

)())(())((1
2

2

tgtfax
dt
dx

b
dcxtf

dt
dxa

dt
xd

b
+−−+=′−− . 

Dobili smo diferencijalnu jednadžbu drugog reda s konstantnim koeficijentima za traženu 
funkciju x=x(t). Imamo, dakle : 

0)())()((1)()(11
2

2

=−+′−+−++− tgtdftf
b

xc
b

ad
dt
dxda

bdt
xd

b
 

ili  

)(2

2

trqx
dt
dxp

dt
xd

=++  

gdje su : )()()()(,),( tftdftbgtrbcadqdap ′+−=−=+−= . 
 

Riješimo li jednadžbu )(2

2

trqx
dt
dxp

dt
xd

=++  dobivamo opće rješenje.  

Dakle tražena je funkcije . ),,( 21 CCtxx =
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Da bismo odredili drugu traženu funkciju y=y(t) deriviramo opće rješenje i 

uvrstimo u jednadžbu 

),,( 21 CCtxx =

))((1 tfax
dt
dx

b
y −−= . Izlazi ).,,( 21 CCtyy =   

Prema tome dobili smo opće rješenje polaznog sustava  





=
=

),,(
),,(

21

21

CCtyy
CCtxx

 

 
2.4.1.Primjer: 

Riješiti sustav 








+−=

−=

zy
dx
dz

zy
dx
dy

4
      

)2(

)1(

Tražene funkcije su )()( xzzixyy ==  
 

Iz prve jednadžbe je 2

2

dx
yd

dx
dy

dx
dz

dx
dyyz −=→−= . 

Uvrstimo 
dx
dziz

)(xyy =

 u drugu jednadžbu dobivamo diferencijalnu jednadžbu za traženu 

funkciju  tj. 0322

2

=−− y
dx
dy

dx
yd , čije je opće rješenje je oblika 

. xCxy 3)( = x eCe 21 +−

Iz prve jednakosti sljedi 
dx
dyyz −=  . Uvrstimo u posljednju jednakost 

dobivamo : )()( xyixy ′
xxxxxx eCeCeCeCeCeCxz 3

21
3

21
3

21 223)( −=−++= −− . 
Dakle, za proizvoljne konstante C  sustav jednadžbi  21 Ci





−=
+=

−

−

xx

xx

eCeCz
eCeCy

3
21

3
21

22
 

je opće rješenje polaznog sustava. 
 
Rješenje Cauchyjevog problema u ovom slučaju  svodi se na rješavanje sustava 





−=
+=

−

−

00

00

3
210

3
210

22 xx

xx

eCeCz
eCeCy

 

Determinanta sustava 00

00

00
22

3

3

4
11

11
2

22
xx

xx

xx

ee
ee

ee
−=

−
=

−
=∆

−

−

00 ziy

 različita je od nule za 

svaku vrijednost . Prema tome za bilo koje vrijednosti  sustav  0x





−=
+=

−

−

00

00

3
210

3
210

22 xx

xx

eCeCz
eCeCy

 ima jedinstveno rješenje. 
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b) matrična metoda  

Sustav 






++=

++=

)(

)(

tgdycx
dt
dy

tfbyax
dt
dx

  zapišimo u matričnom obliku bit će  









+
















=

















)(
)(

tg
tf

y
x

dc
ba

dt
dy
dt
dx

 

Općenito je taj zapis oblika . )()()()( tFtXtAtX +=&

 

U našem slučaju matrica   je matrica konstanti. 







=

dc
ba

tA )(

 
Metodama linearne algebre možemo odrediti fundamentalni sustav rješenja 2,1,)( =ktX k  
homogenog sustava  

















=

















y
x

dc
ba

dt
dy
dt
dx

. Uobičajeni zapis sustava je  . 















=








y
x

dc
ba

y
x
&

&

 
Iz karakteristične jednadžbe 0)det( =− IA λ  dobivamo rješenja 21 ,λλ . Uzimajući u obzir 
višestrukost od λ  i odgovarajuće posebno rješenje  je određeno. Opće rješenje 
homogenog sustava je  

)()( tX λ

 
)()()( )(

2
)(

1
21 tXCtXCtX λλ += . 

 
Pri rješavanju karakteristične jednadžbe mogu nastupiti sljedeći slučajevi : 
 
Prvi slučaj: 
λ  je jednostruki realni korijen. 

Tada  je  gdje je tt)()( e
y
yeY)t(X λ

λ

λ
λλλ









==

2

1 )(Y λ  svojstveni vektor matrice A koji 

odgovara svojstvenoj vrijednosti λ , tj.  .Y,AY )()()( 0≠λλλ Y= λ
 
2.4.2.Primjer: Riješiti sustav za početni uvjet x(0)=6 , y(0)=-6 , z(0)=24. 








++=
+=
+=

zyxz
yxy
yxx

432
23

4

&

&

&
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Karakteristična jednadžba 0
432

023
014

=
−

−
−

=−
λ

λ
λ

λ )IAdet(  ima korijene 

541 321 === λλλ ,,  

Svojstveni vektori : Y  















=
















=
















−=

5
1
1

1
0
0

7
9

3
321 )()()( Y,Y, λλλ

Dakle, bit će : 

ttt eXeXeX 5)(4)()(

5
1
1

,
1
0
0

,
7

9
3

321
















=
















=
















−= λλλ  pa je opće rješenje  

 

ttt eCeCeCXCXCXCtX 5
3

4
21

)(
3

)(
2

)(
1

5
1
1

1
0
0

7
9

3
)( 321
















+
















+
















−=++= λλλ  

 
Da bismo odredili posebno rješenje, konstante C  određujemo iz sustava 321 ,, CC
 

















++
+−
+

=















+
















+
















−=
















−=

321

31

31

321

57
9

3

5
1
1

1
0
0

7
9

3

24
6

6
)0(

CCC
CC
CC

CCCX  

Slijedi da je : 3,2,1 321 === CCC  
 
Tako dobivamo posebno rješenje oblika: 
 

ttt eeeXXXtX 54)()()(

15
3
3

2
0
0

7
9

3
321)( 321
















+
















+
















−=++= λλλ  

 
Drugi slučaj: 
λ  je jednostruki kompleksni korijen. Tada je i λ korijen karakteristične jednadžbe . 

Umjesto kompleksnih partikularnih rješenja )()( λλ XiX  uzimamo realna partikularna 

rješenja )t(XIm)t(Xi)t(XRe)t(X )()()()( λλλλ ==  
 
2.4.3.Primjer  

Odrediti opće rješenje sustava :  




+−=
+=

yxy
yxx
32&

&
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Karakteristična jednadžba 0
32

11
=

−−
−

λ
λ

 ima korijene i±= 22,1λ  

Da bismo odredili svojstveni vektor koji odgovara korijenu i+= 2λ  dobivamo sustav  





=−−
=+−−

0)1(2
0)1(

)(
2

)(
1

)(
2

)(
1

λλ

λλ

yiy
yyi  

Stavimo li  dobivamo  tj.Y , onda je 

 

1)(
1 =λy

e
i

2(

1
1 +









+

iy += 1)(
2
λ









+

=







=

iy
y

1
1

)(
2

)(
1)(
λ

λ
λ

titX ))( )( =λ

Odgovarajući par realnih partikularnih rješenja je : 
 

t
t

t
t)i()( e

tsintcos
tcos

)tsint(cose
tcose

e
i

Re)t(X 2
2

2
2

1 1
1









−

=








−
=








+

= +λ  

 
t

t

t
t)i()( e

tsintcos
tsin

)tsint(cose
tsine

e
i

Im)t(X 2
2

2
2

2 1
1









+

=








+
=








+

= +λ  

Konačno je opće rješenje ; 
 

te
tCCtCC

tCtC
tXCtXCtX 2

1221

21)(
22

)(
11 sin)(cos)(

sincos
)()()( 








−++

+
=+= λλ  

 
Treći slučaj: 
λ  je korijen karakteristične jednadžbe višestrukosti 2≥r  
 
Rješenje sustava koje odgovara tome korijenu traži se u obliku  

t

rr
nnn

rr

rr

e

tataa

tataa
tataa

tX λλ





















+++

+++
+++

=

−

−

−

1)()2()1(

1)(
2

)2(
2

)1(
2

1)(
1

)2(
1

)1(
1

.......
.............................

.....

.....

)(
  

gdje se koeficijenti  određuju iz sustava linearnih 
jednadžbi koji se dobiva izjednačavanjem koeficijenata istih potencija od t dobivenih 
supstitucijom vektora  u jednadžbu  

rjnia j
i ,.....,2,1;,.....,2,1,)( ==

)(tX λ )()()( tXtAtX =&

 
2.4.4.Primjer: 

Odrediti opće rješenje sustava :  




+=
−=

yxy
yxx

64
2

&

&
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Karakteristična jednadžba  0)4(
64

12 2 =−=
−
−−

λ
λ

λ
 ima dvostruki korijen 4=λ  

Rješenje danog sustava tražimo u obliku  
 

te
tba
tba

ty
tx

tX 4

22

11

)(
)(

)( 







+
+

=







=λ  

Uvrstimo  u polazni sustav dobivamo:  tt etbatyetbatx 4
22

4
11 )()(,)()( +=+=

 

t
bb
bb

aa
aa

t
b
b

a
a

b
b









+
−

+







+
−

=







+








+









21

21

21

21

2

1

2

1

2

1

64
42

64
2

44 . 

Izjednačimo li koeficijente istih potencija od t dobivamo ; 
 











=−−
=+
=−−
=++

042
02
024
02

12

21

212

211

bb
bb

aab
aab

   

Ako stavimo  dobivamo 2111 CbiCa == 22212 22 CbiCCa −=−−=   
Prema tome opće rješenje sustava je oblika : 

te
tCCC

tCC
tXtX 4

221

21)(

2)2(
)()( 








−+−

+
== λ  

Konačno, promatrajmo nehomogeni sustav  
)()()()( tFtXtAtX +=&  

Tada, ako je poznat  fundamentalni sustav rješenja  homogenog sustava 
)()()( tXtAtX =& , 

opće rješenje nehomogenog sustava tražimo metodom varijacije konstanti. 
 

Naime, stavljajući  određujemo funkcije C  uz pretpostavku da 

vrijedi . Dolazimo do sustava jednadžbi po : 

∑
=

=
n

k
kk tXtCtX

1
)()()(

0)() =tX

)(tk

)(tCk
&()( − tAtX&

Imamo: 

∑
=

=
n

k
kk tFtXtC

1

)()()(&  

Iz ovog sustava nalazimo da je i integrirajući dobivamo funkcije )()( ttC kk ϕ=&

kkk DttC += )()( ψ , gdje su  konstante. integracije  kD
Konačno, opće rješenje nehomogenog sustava je oblika  : 

( ) )()()()()(
11

tXDttXtCtX k

n

k
kk

n

k
kk ∑∑

==

+== ψ . 

 

Označimo:   .Tada možemo pisati  ∑
=

=
n

k
kkH tXtDtX

1

)()()(   i ∑
=

=
n

k
kkP tXttX

1

)()()( ψ
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)()()( tXtXtX PH +=  
Drugim rječima opće rješenje je prikazano kao  suma općeg rješenja homogenog i 
partikularnog rješenja nehomogenog sustava. 
 
2.4.5.Primjer: 
Naći opće rješenje sustava: , ako su 

 

)()()( tFtAXtX +=&

te
t

t 3

2
1







 +
FiA

41
12

=






 −
=

Karakteristična jednadžba 0)3(96
41

12 22 =−=+−=
−
−−

λλλ
λ

λ
 ima dvostruki korijen 

3=λ . 

Rješenje homogenog sustava tražimo u obliku . Nakon uvrštavanja u 

homogeni sustav i kraćenja s dobivamo : 

t
H e

dct
bat

tX 3)( 







+
+

=

te3









+
+








 −
=








+








+
+

dct
bat

b
a

dct
bat

41
12

3  

ili  









+++
−+−

=







++
++

dbtca
dbtca

dcct
baat

4)4(
2)2(

33
33

 

Dobivamo . Stavimo li dbaica =+−−= )( 21 CbiCa ==  proizlazi 
 )( 21 CCd +−=,1Cc −=

Tada je opće rješenje homogenog sustava  
 

t
H e

CCtC
CtC

tX 3

211

21

)(
)( 








+−−

+
=  

Partikularno rješenje tražimo u obliku  
t

P e
FEtDt
CBtAt

ttX 3
2

2

)( 








++
++

= . 

Nakon uvrštavanja u sustav i uspoređivanja koeficijenata uz iste potencije od t, dobivamo 
koeficijente  

0,5.1,5.0,1,0,5.0 =====−= FEDCBA  

Konačno, partikularno rješenje je :  t
P e

tt
t

ttX 3
2

2

5.15.0
15.0

)( 








+
+−

=

Opće rješenje nehomogenog sustava je: 
t

PH e
ttCCtC

ttCtC
tXtXtX 3

23
211

3
21

5.15.0)(
5.0

)()()( 








+++−−
+−+

=+=  
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3 - VEKTORSKA ANALIZA 
 
Vektorska  funkcija: 

vv
• ktzjtyitxtr

vv )()()()( ++=  
gdje su x(t),y(t) i z(t) skalarne funkcije. 
 
Derivacija vektorske funkcije: 

• k
dt
dzj

dt
dyi

dt
dx

dt
rd vvvv

++= . 

 
Svojstva deriviranja: 

• 1) cv -konstantan vektor 0=
dt
cdv . 

• 2) 
dt

tbd
dt

tad
dt

tbtad ))(())(())()((
vvvv

±=
± . 

• 3) 
dt

tbdtatb
dt

tad
dt

tbtad ))(()()())(())()((
v

vvvvv
⋅+⋅=

⋅ . 

• 4) 
dt

tbdtatb
dt

tad
dt

tbtad ))(()()())(())()((
v

vvvvv
×+×=

× . 

 
Jednadžba tangente na krivulju )t(rr vv =  u točki t 0t=  
• )())(( 000 trtttrr vvv +−′= . 
 ili u skalarnom obliku 

• 
)(

)(
)(

)(
)(

)(

0

0

0

0

0

0

tz
tzx

ty
tyx

tx
txx

&&&

−
=

−
=

−
. 

ili u parametarsko obliku 
• )()(,)()(,)()( 000000 tzttzztyttyytxttxx &&& +=+=+= . 
gdje je t parametar. 
 
Gradijent skalarnog polja  ),,( zyxff =

• k
z
fj

y
fi

x
fgradf

vvv

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

= . 

 
Derivacija skalarnog polja  u smjeru vektora s),,( zyxf v  

• 0sgradf
s
f v
v ⋅=
∂
∂ = γβα coscoscos

z
f

y
f

x
f

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂ . 

vvDivergencija vektorskog polja a kzyxRjzyxQizyxP
vv

),,(),,(),,( ++=  

• 
z
R

y
Q

x
Padiv

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=v . 

Vektorsko polje je solenoidalno , ako je .0=adivv  
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Rotacija vektorskog polja a kzyxRjzyxQizyxP

vvvv ),,(),,(),,( ++=  

• k
y
P

x
Qj

x
R

z
Pi

z
Q

y
R

RQP
zyx

kji

arot
vvv

vvv

v








∂
∂

−
∂
∂

+







∂
∂

−
∂
∂

+







∂
∂

−
∂
∂

=
∂
∂

∂
∂

∂
∂

=  

Polje je potencijalno (konzervativno) na konveksnoj domeni Ω  ako i samo ako je 
 0=arotv

Greenova formula 

• dxdy
y
P

x
QQdyPdx

C S
∫ ∫∫ 








∂
∂

−
∂
∂

=+  

gdje je C rub područja D, kojeg zatvara krivulja C..Krivulja se obilazi u pozitivnom 
smjeru.. 

Površina područja u ravnini omeđenog krivuljom C 

• ∫ −=
C

ydxxdyS )(
2
1  

Duljina luka krivulje r )(trvv =  

• dttrdss
t

t

s

s
∫∫ ′==
2

1

2

1

)(v  

pritom je element luka  jednak : ds
• 1) dt)t(y)t(x)t(r 22 && +=′=ds  za krivulju u ravnini 

• 2) dttztytxtr )()()()( 222 &&& ++=′=ds  za krivulju u prostoru 

Cirkulacija vektorskog polja k)z,y,x(Rj)z,y,x(Qi)z,y,x(Pa
vvvv ++=  

duž zatvorene krivulje C 
• ∫∫ ++=⋅

CC

RdzQdyPdxrda vv  

Tok vektorskog polja k)z,y,x(Rj)z,y,x(Qi)z,y,x(Pa
vvvv ++=  kroz zatvorenu 

plohu S 
• ∫∫ ∫∫ ++=⋅

S S

RdxdyQdzdxPdydzdSna )( 0vv  

vgdje je 0n  jedinični vektor normale plohe S 

Vektor normale 0nv računa se po formuli : 

 [ ]
[ ] 22

0

1
),(
),(









∂
∂

+






∂
∂

+±

−
∂
∂

+
∂
∂

=
−
−

=

y
f

x
f

kj
y
fi

x
f

zyxfgrad
zyxfgradn

vvv

v  

ako je ploha zadana jednadžbom ),( yxfz =  
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odnosno po formuli 

[ ]
[ ] 222

0

),,(
),,(








∂
∂

+







∂
∂

+






∂
∂

±

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

==

z
f

y
f

x
f

k
z
fj

y
fi

x
f

zyxfgrad
zyxfgradn

vvv

v , 

ako je ploha zadana implicitno jednadžbom 0),,( =zyxf  
 
Formula Green-Gauss-Ostrogradskog (teorem o divergenciji) 
• ∫∫∫∫∫ =⋅

VS

dVadivdSna vvv )( 0  

gdje je V zatvoreno područje omeđeno zatvorenom po dijelovima glatkom plohom S, koja 
samu sebe ne presijeca. Ploha je orijentirana vanjskom normalom. 
 
Orijentacija plohe i krivulje na plohi 
 

+S - po dijelovima glatka ploha orijentirana vanjskom normalom , čiji rub ∂ je po 
dijelovima glatka jednostavno zatvorena orijentirana krivulja. 

+= CS

 Da su orijentacija plohe i orijentacija krivulje na plohi kom atibilne, znači da promatrajući 
s vrha normale 

p
kjin
vvvv γβα coscoscos0 ++=  plohe S , obilaženje po 

krivulji C  je suprotno kazaljci na satu  tj. krivulja je pozitivno orijentirana. Treba reći da 
se to postiže izborom rastućeg ili padajućeg parametra ( vidi zadatak 2.5 str.32 ,33 )  

+

+

 
Analogno imamo: 

−S - negativna orijentacija plohe prema unutarnjoj normali  i C -negativna orijentacija 
krivulje. tj.obilaženje u smjeru kazaljke na satu. 

−

 
Stokesova formula 
 
Neka je polje a  klase  na području koje sadrži otvorenu plohu S , čiji rub ∂  je 
jednostavna Jordanova  zatvorena krivulja.Tada vrijedi  

v 1C CS =

∫∫∫ ⋅=⋅
SC

dS)narot(rda 0vvvv  

v
Jednostavna krivulja )t(rr v=  je Jordanov luk ako se ne presjeca i ima derivaciju 

0)( ≠′=′ trr vv . 
 
Da je polje av  klase C  znači da su komponente  polja 

 neprekidne i da imaju neprekidne prve parcijalne derivacije .  

1 ),,(),,,(),,,( zyxRzyxQzyxP
av
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